Matematica 4

Dipartimento di Matematica

e g

» VIRESCIT G AL VS ALTER
- r‘i‘lh\ ¥ g
VANGEL 517y opmicELLINS

remiilimi M. Dyeis Herrun
O Mathents Philos™
St Anino Dom MDCXINII AR

N g o D)

ITIS V.Volterra
San Dona di Piave

Versione [12/13][S-All]



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.5/it/

Indice

I Calcolo differenziale

1 Numeri reali

1.1 Imsiemi di numerireali . . . . . . . . . . e e e e
1.2 Intormi . . . . o o e e e e e e e e e e e e
1.3 Completezza . . . . . . . L e e

2 Swuccessioni numeriche reali
2.1 Generalitd . . . . . . L e

3 Limiti e funzioni continue

3.1 Teoremisui limiti . . . . . . . . . . .
3.2 Operazioni sui imiti . . . . . . . . . . . .
3.3 Continuita delle funzioni reali di variabilereale . . . . . . . . . . . .. ... ... .....
3.4 Continuita delle funzioni elementari . . . . . . . . . . . . .. .. .. ... .. ...
3.5 Limiti fondamentali . . . . . . . . ...
3.6 Puntididiscontinuita . . . . . . . ... L L

3.6.1 Esercizi riassuntivi proposti . . . . . . ... L Lo o

4 Derivate e funzioni derivabili

4.1 Definizione e significato geometrico di derivata . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
4.2 Calcolo e regole di derivazione . . . . . . . . . . . ...
4.3 Regoladi De L’Hospital . . . . . . . . .. ..
4.4 Continuita e derivabilita, . . . . . . . . . . L
4.5 Teoremi del calcolo differenziale . . . . . . . . . ... 0o

4.5.1 Esercizi riassuntivi proposti . . . . .. .. oL Lo

5 Studio del grafico di una funzione reale

5.1 Campo diesistenza . . . . . . . . ... e
5.2  Simmetrie e periodicita . . . . ... e
5.3 Segno della funzione . . . . . . Lo
5.4 Limiti e asintoti. . . . . . . . Lo
5.5 Derivata prima e segno relativo . . . . . . ... Lo
5.6 Derivata seconda e segno relativo . . . . . .. ... Lo L Lo
5.7 Esercizi riassuntivi proposti . . . . . .. oo L o

IT Calcolo integrale

6 Integrazione definita
6.1 1l problema delle aree . . . . . . . . . ..

[12/13] - ITIS V.VOLTERRA SAN DONA DI PIAVE

o Ut o N

10

14
16
18
19
19
26
31
33

37
37
38
44
46
49
52

56
56
58



INDICE ii

6.2 Definizione di integrale . . . . . . . ... L 81
6.3 Proprieta dell’integrale definito . . . . . . . . . . . ... ... 85
7 Integrazione indefinita 88
7.1 Generalitd . . . . . . Lo e 88
7.2 Metodi di Integrazione indefinita . . . . . . . . ... ... L 90
7.3 Integrazione immediata . . . . . . .. L. Lo 90
7.4 Integrazione per parti . . . . . . .. Lo 91
7.5 Imtegrazione per sostituzione . . . . . . .. ..o 92
7.6 Integrazione per scomposizione . . . . . .. ... L. Lo oo 92
7.7 Integrazione delle funzioni razionali fratte . . . . . . . . . .. ... ... L. 93
7.8 Esercizi . . . . .. e 96
8 Applicazioni del calcolo integrale 100
8.1 Calcolodiaree . . . . . . . . 100
8.2 Lunghezzadiunarcodicurva. . . . . .. ... .. L e 101
8.3 Volume di un solido di rotazione . . . . . . . . .. ... 103
9 Esercizi proposti 105
9.1 Esercizi sul calcolo degli integrali indefiniti. . . . . . .. . ... .. ... ... ... ..., 105
9.2 Altri esercizi . . . . . ... e 106
9.3 Esercizi sul calcolo degli integrali definiti . . . . . . ... .. ... ... ... 107
9.4 Esercizi proposti su aree di superfici, lunghezze di archi di curva e volumi di solidi di
rotazione ... e e 107
IIT Contributi 108

[12/13] - ITIS V.VOLTERRA SAN DONA DI PIAVE



Parte 1

Calcolo differenziale
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Capitolo 1

Numeri reali

1.1 Insiemi di numeri reali

I concetti fondamentali dell’Analisi Matematica che ci apprestiamo a studiare — limiti, funzioni continue,
derivate — si fondano sulle proprieta dei numeri reali e, in particolare, sulle proprieta degli insiems di
numeri reali; per questo iniziamo con un paragrafo che ne definisce la sostanza e le proprieta.

Definizione 1.1.1. Siamo a, b numeri reali con a < b, allora chiamiamo intervalli limitati i seguenti:
[a, 0] ={z €R|a <z <b} intervallo chiuso

Ja,b={zx €eR|a <z <b} intervallo aperto

[a,b)[={x €eR|a<xz<b}

la,b] ={zx €eR|a <z <b}

Definizione 1.1.2. Sia a un numero reale, allora chiamiamo intervalli illimitati i seguenti:

[a,+o][={z €eR |z >a}
la,4+oo[={z €R |z > a}
|]—oc,al={zeR|z<a}
|—oc,al={zeR|z<a}

Naturalmente possiamo definire | — 0o, 4+o00[= R osservando che lintero insieme dei reali pud essere
considerato un intervallo.

Useremo, anzi, abbiamo gia usato, tutti questi intervalli ma di particolare importanza risultano i primi
due ai quali abbiamo dato un nome specifico.

Esempio 1.1.1. Studiare il campo di esistenza della funzione f(z) = In(1 — z2).
Si tratta di risolvere la disequazione 1 — 22 > 0, che, dopo rapidi calcoli, fornisce la soluzione : ] — 1, 1[ cio¢ un intervallo
aperto.

Esempio 1.1.2. Studiare il campo di esistenza della funzione g(z) = v1 — z2.
Si tratta di risolvere la disequazione 1 — 2 > 0, che, dopo rapidi calcoli, fornisce la soluzione : [—1,1] cioé un intervallo
chiuso.

2
Esempio 1.1.3. Studiare il campo di esistenza della funzione h(z) = s T
V oz —

x
Si tratta di risolvere la disequazione * > 0, che, dopo rapidi calcoli, fornisce la soluzione : | — oo, —2] U]1, +00] cioe

T —

I'unione di intervalli illimitati.
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1.1 Insiemi di numeri reali 3

Gli insiemi di numeri reali possono essere molto pit complicati di un semplice intervallo o anche di
unioni di intervalli. Per esempio si considerino gli insiemi A = {z € R | 2 = %; n € N*} oppure
B = {z € R | zirrazionale}: non sono certamente un intervallo. In ogni caso possiamo dare alcune
definizioni che ci aiuteranno perlomeno a catalogarli.

Definizione 1.1.3. Sia A C R un insieme di numeri reali; diciamo che A & superiormente limitato se
JceR | Vo € A: z < c In questo caso c¢ si dice maggiorante di A. Diciamo che A & inferiormente
limitato se 3c € R | Vo € A: x > c¢. In questo caso c¢ si dice minorante di A. Diciamo che A ¢ limitato
se lo ¢ superiormente e inferiormente. Un insieme che non sia limitato (superiormente, inferiormente) si
dice illimitato (superiormente, inferiormente).

E’ evidente che se esiste un maggiorante (minorante) di A allora ne esistono infiniti.

Esempio 1.1.4. Sia A =[—1,1[; A & certamente limitato; infatti —1 & un minorante e 1 & un maggiorante.

Dall’esempio notiamo che i maggioranti (minoranti) non necessariamente appartengono all’insieme.

Esempio 1.1.5. B = {z € R | z € N} = {0,1,2,---}; & limitato inferiormente con 0 minorante; non ¢ limitato
superiormente! .

1 11 1
Esempio 1.1.6. A={z€eR|z=—:neN} =1, 33 —,+++}; & limitato superiormente con 1 maggiorante; &
n
limitato inferiormente perche I’insieme contiene solo numeri positivi e quindi un qualsiasi numero negativo & minorante; ma
anche 0 € minorante perche certamente 0 < %Vn € N*. Possiamo osservare che 0 € il piu grande fra i minoranti.

L’esercizio precedente ci suggerisce che se un maggiorante appartiene all’insieme allora altri non vi possono
appartenere perché non sarebbero piut maggioranti; analogamente per i minoranti. Abbiamo percio la
definizione:

Definizione 1.1.4. Sia A C R un insieme di numeri reali; se A & superiormente limitato e ¢ € A ¢
un maggiorante allora ¢ ¢ unico e si dice il massimo di A. Se A ¢ inferiormente limitato e ¢ € A ¢ un
minorante allora ¢ & unico e si dice il minimo di A.

L’esempio 1.1.6 mostra che 'insieme A ha massimo 1 ma non ha minimo: questo perche il piu grande
fra i minoranti, 0, non appartiene all’insieme. Come dire: I'insieme A non ha un primo elemento ma ha
un ultimo elemento (1).

Esempio 1.1.7.

A=1[-1,2] minimo = —1 massimo =2
C=]-1,2 minimo A massimo =2
C=]-1,2[ minimo A massimo A
D =[-1,400] minimo = —1 massimo A

L’esempio 1.1.7 mostra che l'intervallo aperto non ha ne massimo ne minimo pero i numeri —1 e 2 che
sono rispettivamente il piti grande minorante e il pit1 piccolo maggiorante, sono una specie di surrogato
di minimo e massimo. Diamo percio la definizione:

Definizione 1.1.5. Sia A C R un insieme di numeri reali; se esiste ¢ € R che sia il massimo fra i
minoranti questo si dice I’estremo inferiore di A e si indica con inf A. Se esiste ¢ € R che sia il minimo
fra i maggioranti questo si dice ’estremo superiore di A e si indica con sup A.

Esempio 1.1.8. A = [—2,5][; ¢ limitato inferiormente con minorante —2 che appartiene all’insieme e quindi ne & il minimo.
E’ limitato superiormente percheé 5 ¢ un maggiorante. Non ¢ il massimo perché non appartiene all’insieme. Dimostriamo
che 5 & lestremo superiore: [5, +oo[ & 'insieme di tutti i possibili maggioranti; osserviamo che ha minimo 5 che quindi & il
minimo fra i maggioranti.

Lo studente ¢ in grado di fornirne una dimostrazione?
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1.1 Insiemi di numeri reali 4

Purtroppo non & sempre cosi semplice dimostrare che un certo numero & l’estremo superiore (o inferiore)
di un insieme. Riprendiamo in considerazione 1’esempio 1.1.6 con una semplice variante:

. 1 . 1 1 1 .. .
Esempio 1.1.9. A={z €eR|z=1+—:n€eN }:{1+1,1+§,1+§,-~~,1+7,-~~}BanalmenteQellma551m0.

Invece il minimo non esiste pero 1 € un buon candidato per essere estremo inferiore. E’qm minorante percheé tutti i numeri
del tipo 1+ % sono maggiori’ di 1 perd non & immediato percepire che sia anche il massimo fra i minoranti e questo perche
il nostro insieme, stavolta, non & un intervallo. In effetti non tutti i numeri maggiori di 1 appartengono all’insieme e quindi
si potrebbe dubitare del fatto che 1 sia proprio il piu grande fra i minoranti. In ogni caso se dimostriamo che i numeri
maggiori di 1 non sono minoranti siamo a posto. Per assurdo supponiamo che esista un numero 1+ € > 1 che sia minorante
di Aj; questo implica che 1 + € < x,Vx € A, cioe 1 +€ < 1+ %, da cui € < %Vn € Nx e quindi n < %Vn € Nx; ma
quest’ultima disuguaglianza non & vera e quindi il nostro 1 4+ € non pud essere minorante e abbiamo un assurdo.

Come si vede la dimostrazione che un numero ¢ estremo inferiore (o superiore) non ¢ immediata e come
I’esempio illustra, la tecnica usata per la dimostrazione non & il richiamo alla definizione di estremo
inferiore (o superiore) ma una applicazione del teorema seguente (la cui dimostrazione lasciamo per
esercizio):

Teorema 1.1.1. L’estremo superiore di un insieme di numeri reali A & ['unico numero c, se esiste, che
ha le sequenti proprieta:

1. ¢ é un maggiorante

2. qualunque sia € > 0, ¢ — € non é maggiorante di A
Analogamente si ha

Teorema 1.1.2. L’estremo inferiore di un insieme di numeri reali A & l'unico numero c, se esiste, che
ha le sequenti proprieta:

1. ¢ & un minorante

2. qualunque sia € > 0, ¢+ € non é minorante di A

A questo punto ¢ lecito porsi la domanda: ma quali sono le condizioni perche inf A e sup A esistano?
A questa domanda risponderemo in dettaglio nel paragrafo 1.3 ma riassumiamo qui le proprieta sinora
esposte.

Riassumendo:Sia A un insieme di numeri reali; se A ¢ limitato superiormente allora ammette sup A che
¢ unico; se sup A € A allora ¢ anche massimo. Se A ¢ limitato inferiormente allora ammette inf A che &
unico; se inf A € A allora ¢ anche minimo.

Esercizi
Esercizio 1.1.1. Determinare (se esistono) l'estremo superiore, 'estremo inferiore, il minimo, e il
massimo dei seguenti insiemi:

2 5
1. Alz{x€R|x:n57+,neN*}
n

n—1
2. A-2={reR|z=""" *
{reR|x n+1,n€N}

-1
3. Ay={zeR|z=(-1)""

,n € N*}
4. Ay={xeR|z=1-3"neN"}

5. A75:{ZGR|Z:§ 2,y €]1,2]}

2Facile dimostrazione.
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1.2 Intorni 5

1.2 Intorni

Quando possiamo dire che due numeri (punti) reali sono vicini o lontani? Questo & certamente un concetto
relativo: per esempio i numeri 3,14 e 3,15 sono vicini se sono misure in metri (la differenza & 0,01 cioe 1
cm) di qualche grandezza ma sono lontani se sono misure in anni-luce (quanto sara la differenza in m?).
Risulta che la nozione importante & quella di pit vicino o meno vicino piuttosto che la reale consistenza
numerica della vicinanza. A questo proposito ¢ fondamentale la definizione seguente:

Definizione 1.2.1. Si dice intorno di un numero (punto) x € R un qualsiasi sottoinsieme U C R che
contenga un intervallo aperto contenente x.

In sostanza vogliamo che sia : z €]a,b[C U C R. La richiesta di questa doppia inclusione sembra
inutilmente complicata; in realta la definizione consente di avere come intorni di un punto anche insiemi
molto complicati: la cosa non € importante, basta che contenga un intervallo aperto con dentro il punto.

Esempio 1.2.1. Sia x = 1 allora i seguenti sono tutti intorni di z:

1. Uy =)0,2]
2. Uy =]0.2,1.3]
3. Uz =[0,3]

4., Uy = [71,+oo[

mentre i seguenti non sono intorni di x:

1. Us =]1,2]

2. Us =]0.2,1]

3. Uy =[0,1]

4. Ug = [-1,0]U]2, +oo]
5. Ug =] —1,0]U{1}

L’insieme Ug non ¢ intorno di 1 nonostante 1 € Ug perche, in qualche modo, quest’ultimo & isolato.

La nozione di intorno ci permette di awvvicinarci ad un numero sempre pilt: basta considerare una
successione di intorni del numero via via piu piccoli: per il numero 1, per esempio, possiamo considerare
gli intorni del tipo Ja,b[con 0 <a<lel <b<2.

A volte torna utile definire anche intorni parziali di un numero:

Definizione 1.2.2. Si dice intorno destro di un numero (punto) z € R un qualsiasi sottoinsieme U C R
che contenga un intervallo aperto a destra che abbia x come estremo inferiore. Si dice intorno sinistro di
un numero (punto) € R un qualsiasi sottoinsieme U C R che contenga un intervallo aperto a sinistra
che abbia  come estremo superiore.

Esempio 1.2.2. Sia z = 1 allora [—2, 1] & intorno sinistro e ]1, 5[ & intorno destro di 1.
Risultera utile il seguente:

Teorema 1.2.1. L’unione e lintersezione di due intorni (o di un numero finito d’intorni) di un numero
é anch’essa intorno del numero.

Lasciamo la dimostrazione allo studente pignolo.
Saranno molto usate anche le seguenti:

Definizione 1.2.3. Si dice intorno di pit infinito un qualsiasi sottoinsieme U C R che contenga un
intervallo illimitato a destra (]a, +oo[). Si indica usualmente con Uy . Si dice intorno di meno infinito
un qualsiasi sottoinsieme U C R che contenga un intervallo illimitato a sinistra (] — oo, b[).Si indica
usualmente con U_,. Si dice intorno di infinito un qualsiasi sottoinsieme U C R che contenga un
intervallo illimitato a sinistra (] — oo, b[) e un intervallo illimitato a destra (]a, +o00]). Si indica usualmente
con Uy.
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1.2 Intorni 6

Consideriamo il seguente problema: I'intervallo U =]0, 1|, come sottoinsieme di numeri reali, & intorno
di tutti i propri punti? La risposta & certamente si; infatti se ¢ €]0, 1] abbiamo la catena di inclusioni
¢ €]0,1[C]0, 1] e quindi, per definizione, U & intorno di c. Invece, se consideriamo 'insieme U; =|0, 1] C R
non possiamo dire altrettanto: il problema ¢ che l'insieme U; & solamente intorno sinistro del numero
1 e quindi non possiamo affermare che € intorno di tutti i propri punti. Questa osservazione porta alla
seguente, importante, definizione:

Definizione 1.2.4. L’insieme A C R di numeri reali si dird aperto se € intorno di tutti i suoi punti.
L’insieme B C R di numeri reali si dird chiuso se il suo complementare in R ? & aperto.

La nozione di insieme aperto/chiuso risulta essere molto importante nello studio dell’analisi ma questo
fatto non puo essere reso esplicito ora; lo sara piu avanti quando si saranno studiate ulteriori proprieta
delle funzioni.

Valgono i seguenti teoremi (che lasciamo da dimostrare al solito studente volenteroso):

Teorema 1.2.2. L’intersezione di un numero finito e ['unione di un numero qualsiasi di insiemi aperti
e un insieme aperto.

Teorema 1.2.3. L’intersezione di un numero qualsiasi e l'unione di un numero finito di insiemi chiusi
e un insieme chiuso.

L’ultima nozione importante per lo studio dell’analisi riguarda i numeri che risultano infinitamente
vicini ad un certo insieme. Questo ci consente di avvicinarci quanto vogliamo al numero in questione
sempre rimanendo dentro l'insieme. Vediamo la definizione:

Definizione 1.2.5. Sia A C R e ¢ € R. Si dice che ¢ & un punto di accumulazione per A se in ogni
intorno di ¢ cadono infiniti punti di A. Non & necessario che ¢ € A.

Esempio 1.2.3. Sia A =]1,2[, allora 1 ¢ punto di accumulazione per A. Infatti, se U & intorno qualsiasi di 1, conterra un
intervallo ]a, b[ tale che a < 1 < b e quindi in questo intervallo cadono tutti i numeri compresi fra 1 e b se b < 2 altrimenti
tutti i numeri compresi fra 1 e 2: in ogni caso infiniti numeri di A. Per la stessa ragione anche 2 ¢ punto di accumulazione per
A. Osserviamo che 1 e 2 non appartengono ad A. Osserviamo anche che ogni altro punto di A & banalmente di accumulazione
per A.

Non sempre le cose sono cosi semplici.
. . 1 . 1 1 . O .
Esempio 1.2.4. SiaA={z€eR|z=—,ne N} ={1, DU -+ }. Facciamo vedere che 0 ¢ di accumulazione per
n

A. Se U & un qualsiasi intorno di 0 allora contiene un intervallo aperto che contiene 0 e quindi sarad del tipo ]a,b[ con
a < 0eb>0.E evidente che nell'intervallo |0, b[ cadono infiniti numeri di A: infatti bastera vedere per quali valori di n

1
& soddisfatta la — < b; risolvendo si ha: n > 3 e quindi sono infiniti. Intutivamente la cosa & del tutto chiara: i numeri %

n
positivi diventando sempre piu piccoli si avvicinano a 0 sempre di piu.
Osserviamo che l'insieme A, contrariamente al caso dell’esercizio precedente, non ha altri punti di accumulazione.

1
Dimostriamo, ad esempio, che — non ¢ di accumulazione: ricordiamo che la definizione di punto di accumulazione prescrive
che in ogni intorno del numero cadano infiniti punti di A; se noi troviamo anche un solo intorno che non soddisfa la proprieta

1
allora il punto non & di accumulazione. Sia U intorno di 3 e supponiamo che U contenga intervallo aperto ]0.3,0.4[ &

1
subito evidente che in questo intervallo cade un solo il numero di 5: quindi il numero non ¢& di accumulazione. Con analoga

dimostrazione si procede per gli altri.

Osservazione importanteSpesso si deve considerare quello che accade per numeri infinitamente grandi
(positivi, negativi o entrambi) e quindi diventa comodo supporre che questi infiniti siano punti e siano
di accumulazione per un insieme A. Si tratta di una pura convenzione di linguaggio poiche gli infinti

3Come noto dal biennio, il complementare di un insieme A contenuto in un insieme B & l'insieme dei punti di B tolti i
punti di A.
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1.2 Intorni 7

non sono numeri. In effetti se un insieme &, ad esempio, superiormente illimitato contiene numeri che
sono arbitrariamente grandi, senza alcun limite: & quindi possibile avvicinarsi all’infinito quanto si vuole
sempre rimanendo all’interno dell’insieme; in questo caso &€ comodo dire che 'infinito & di accumulazione
per l'insieme. In generale, quando diciamo che ¢ & un’accumulazione intendiamo che puo essere un numero
qualsiasi o un infinito.

Esercizi

Esercizio 1.2.1. Studiare i seguenti insiemi (limitati superiormente, inferiormente, estremo superiore-
inferiore, massimo-minimo, punti di accumulazione):

2n+5

. A={zeR |z = ,n €N*}

2
-1
2. B:{mER\m:L,nEN*}

n2
3. C={zeR|z=1-3",neN"}
4.D:{z€R|z=§ z,y €]1,2]}
5. E =] —1,0[U]0, 1]

6. F =]1,+o0]

7. G = [1,3]U{4}
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1.3 Completezza 8

1.3 Completezza

In questo paragrafo riprendiamo brevemente la discussione sui numeri reali iniziata nel volume Matema-
tica 3. Nel capitolo Numeri abbiamo discusso le 12 proprieta fondamentali dei numeri che consentono lo
sviluppo dell’algebra. Per affrontare i temi dell’Analisi Matematica, compito di questo volume, abbiamo
bisogno, come gia anticipato, di una ulteriore proprieta (assioma) che permette di distinguere decisamente
fra numeri razionali (frazioni) e numeri reali. Riportiamo per comodita le prime 12 proprieta enunciate
dei numeri:

Siano a, b, c numeri qualsiasi e P I'insieme dei numeri positivi.

a+(b+c)=(a+b)+c Associativa della somma (P.1)
a+0=0+a=a Elemento neutro della somma (P.2)
a+(—a)=(—a)+a=0 Esistenza opposto (P.3)
a+b=b+a Commutativa della somma (P.4)
a(be) = (ab)c Associativa del prodotto (P.5)
al =la Elemento neutro del prodotto (P.6)
ac ' =ala=1 Esistenza inverso (P.7)
ab = ba Commutativa del prodotto (P.8)
a(b+c) =ab+ ac Distributiva (P.9)
Dove e a # 0 nel caso P.7.

Legge di tricotomia (P10)

Per ogni numero a, vale una sola delle seguenti:
a=0 (1)
acP (ii)
—a€P (i)
SeacPebeP,alloraa+beP Chiusura per la somma (P11)
SeacPebeP,alloraabe P Chiusura per il prodotto (P12)

Come gia osservato, queste proprieta non permettono di distinguere fra razionali e reali. Per esem-
pio, la V2 e tutte le radici di numeri che non sono quadrati non & razionale e questo sarebbe gid un
motivo sufficiente per la loro introduzione; ma lo studio dell’analisi matematica ci pone un problema
altrettanto spinoso: se un insieme di numeri ¢ limitato superiormente allora esiste ’estremo superiore? e
analogamente, se un insieme di numeri € limitato inferiormente allora esiste ’estremo inferiore?

Esistenza dell’estremo superiore
Se ACR,A#0, e A ¢ limitato superiormente, allora A ha un estremo superiore. (P.13)

L’esistenza dell’estremo superiore va postulata, non & dimostrabile. Con questo assioma distinguiamo
definitivamente i numeri razionali dai reali nel senso che per i razionali questo assioma non vale. Per
esempio I'insieme dei razionali che soddisfano la disequazione 2% < 2 & certamente superiomente limitato
perche, per esempio, 3 ¢ un maggiorante, ma non esiste il minimo fra i maggioranti perché dovrebbe
essere proprio la radice di 2 che non é razionale.

L’esistenza dell’estremo inferiore per gli insiemi inferiormente limitati non occorre sia postulata, si
puo dimostrare a partire da P.13.
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1.3 Completezza 9

Teorema 1.3.1. Sia A C R, A # 0 limitato inferiormente. Sia B linsieme di tutti i minoranti di A.
Allora B # 0, B ¢ limitato superiormente e l’estremo superiore di B ¢ l’estremo inferiore di A.

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. O
Vale, ovviamente, anche il seguente
Teorema 1.3.2. Se un insieme ha un estremo superiore (inferiore), questi € unico.

Dimostrazione. Per assurdo, se A ammette due estremi superiori, diciamo z e y allora si avrebbe z < y
perche y & un maggiorante e = € il piu piccolo maggiorante; ma si avrebbe anche y < x perche x & un
maggiorante e y ¢ il piu piccolo maggiorante; percio « = y. Analogamente per ’estremo inferiore. O
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Capitolo 2

Successioni numeriche reali

2.1 Generalita

Definizione 2.1.1. Diremo successione una funzione definita in N.
Definizione 2.1.2. Diremo successione numerica reale una funzione definita da N in R.

Con le consuete notazioni relative alle funzioni scriveremo:

s:N—- R
n— a,

Si conviene di definire termine generale della successione 'immagine a,, in cui n viene chiamato indice;
inoltre spesso si indentifica la successione con 'insieme delle sue immagini, cioe

apg, A1,02, ..,y Qpy ...
o, sinteticamente,
{a"}neN
Definizione 2.1.3. Diremo che la successione numerica reale {a,}, .y converge (oppure & convergente)

ale Rse
Ve>0,3neNVn>n=la, — | <e¢

In pratica, tutti i termini della successione da un certo punto in poi ( proprio da 7 in avanti) risultano
compresi fra [ — € e [ + € perche la loro distanza da [ ¢ inferiore ad e.

Per ogni scelta di € positivo € sempre possibile trovare un 7 opportuno e la definizione risulta tanto
pil interessante quanto piu € € piccolo poiche in quel caso si rende ancor pit evidente la ‘vicinanza’ degli
ap, (da 7 in poi) ad [.

In tal caso scriveremo

lim a, =1

n—-+o0o

Definizione 2.1.4. Diremo che la successione numerica reale {a,}, oy diverge (oppure ¢ divergente) se
VM >0,3meNVn >n=|a,| > M;

diremo che diverge (oppure & divergente) positivamente se
VM >0,3neNVn>n=a, > M,

diremo che diverge (oppure é divergente) negativamente se

VM >0,3neNVn>n=a, <-M
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2.1 Generalita 11

In pratica, tutti i termini della successione da un certo punto in poi ( proprio da 7 in avanti) risultano
maggiori di M oppure minori di —M perche diventano in valore assoluto grandi a piacere.

Per ogni scelta di M positivo & sempre possibile trovare un 7 opportuno e la definizione risulta tanto
piu interessante quanto piu M & grande poiche in quel caso si rende ancor piu evidente I’ ‘aumentare’
degli a,, (da 7 in poi).

In tali casi scriveremo, rispettivamente,

lim a, = o0
n—-+oo

lim a, =400
n—-+oo

lim a, = —
n—-+oo

Altrimenti, diremo che la successione numerica reale {a,}, y ¢ indeterminata .

Esempio 2.1.1. Discutere il carattere (ciod dire se & convergente, divergente o indeterminata) della successione di
termine generale
an = —.
n
Calcoliamo il valore dei primi termini della successione (osserviamo che il minimo valore di n & 1):

1 1 1 1 1
a1 =1l,a20 = —,a3 = —,a4 = —,a5 = —, ...
1 2 2 3 3 4 4 5 5

la successione converge a 0 poiche
1
Ve>0,3neNVn>n=|——-0|<e
n

infatti la disequazione

n> -
€

¢ evidentemente verificata, per ogni scelta di €, da tutti i naturali maggiori di » che per primo supera %

Yy

3+

2 4

1+ .

0 1 2 3 4 5 T

Esempio 2.1.2. Discutere il carattere della successione di termine generale

n—+1
n+2

Calcoliamo il valore dei primi termini della successione (osserviamo che il minimo valore di n & 0):

2 3 4 5
,a1 = —,02 = —,03 = —,Q4 = —,...
Ty T M T eyM T

N | =

ag =
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osserviamo che possiamo riscrivere il termine generale

_n+l (n+2)—-1 1
an_n+2_ n+2 N 7717—&-2
ed i primi termini
aozlff,al2171,(12=1*l,a3=1*1,a4:1*1:-~
2 3 4 5 6

la successione converge a 1 poiche
1
Ve>0,3neNVn>n=|1—- —— —1| <e
n -+ 2

infatti la disequazione
1
n+2> -
€
¢ evidentemente verificata, per ogni scelta di €, da tutti i naturali maggiori di m che per primo supera % —2.

Esempio 2.1.3. Discutere il carattere della successione di termine generale
1
an, = €en

Calcoliamo il valore dei primi termini della successione (osserviamo che il minimo valore di n & 1):

a1 =e,as —e? = Ve, as —ef = Ve, aq —el = Ve, as —e5 = Ve, ...
la successione converge a 1 poiche
Ve>0,3ﬁeN|Vn>ﬁ:>|e% -1 <e
infatti la disequazione
1-e< e% <l+e
& equivalente a
In(1—¢) < % <In(1+e)

ove non @ restrittivo porre 1 — e > 0 (essendo e piccolo a piacere) e si osserva che essendo In(1 — €) < 0 la prima parte
della disequazione e sempre soddisfatta; per risolvere la seconda parte della stessa passiamo ai reciproci cambiando verso e
otteniamo

n> ———
In(1+¢)
la quale ¢ evidentemente verificata, per ogni scelta di €, da tutti i naturali maggiori di m che per primo supera m

Esempio 2.1.4. Discutere il carattere della successione di termine generale
n? —4
n+2°

Calcoliamo il valore dei primi termini della successione (osserviamo che il minimo valore di n & 0) e riscriviamo il
termine generale

an =

24 2)(n —2
e S GRS U B
n -+ 2 n+2

ed i primi termini
ap = —2,a1 = —1l,a2 =0,a3 = 1,a4 =2, ...
la successione diverge a +o0o poiche
VM >0,3neNVn>n=n—-2>M

infatti la disequazione
n—2>M
e evidentemente verificata, per ogni scelta di M, da tutti i naturali maggiori di m che per primo supera M + 2.
Esempio 2.1.5. Discutere il carattere della successione di termine generale
an = Inn.
Calcoliamo il valore dei primi termini della successione (osserviamo che il minimo valore di n & 1):
a1 =0,a2 =In2,a3 =In3,a4 =In4,a5 =1Inb5,...
la successione diverge a +o0o poiche
VM >0,3mneNVn>n=Inn>M

infatti la disequazione
Inn>M
M

¢ evidentemente verificata, per ogni scelta di M, da tutti i naturali maggiori di @ che per primo supera e’ .
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2.1 Generalita 13

Esempio 2.1.6. Discutere il carattere (cioe dire se & convergente, divergente o indeterminata) della successione di termine

generale
ap = COSNMT.

Calcoliamo il valore dei primi termini della successione (osserviamo che il minimo valore di n & 0):
ap=1,a1 = —1l,a2 =1,a3 = —1l,a4 = 1,...

la successione ¢ indeterminata poicheé risulta
an = (—1)"

che per n pari vale 1 e per n dispari vale -1.
Esempio 2.1.7. Discutere il carattere della successione di termine generale
an = 2(=1)"n,
Calcoliamo il valore dei primi termini della successione (osserviamo che il minimo valore di n & 0):
ap=1,a1 = 1,(12 =4,a3 = 1,114 =16, ...
2 8

la successione € indeterminata poiche risulta

an = 2™

per n pari e
1
an—Q—n

per n dispari.

Studiare il carattere delle seguenti successioni numeriche reali di cui € dato il termine generale:

1 3n—2
C Oy = ——
" 2n—3
[convergente a 3]
2. a, = e

[convergente a 0]

3. ap =In(bn+7)

[divergente positivamente]

4. a, =sin(nk)

[

[indeterminatal

5. ap, =(—1)"tani

[convergente a 0]
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Capitolo 3

Limiti e funzioni continue

Introduciamo il capitolo con I’esempio storicamente significativo del calcolo della lunghezza della circon-
ferenza. Affrontiamo il problema costruendo i poligoni regolari inscritti e circoscritti alla circonferenza
osservando che:

e il perimetro di qualunque poligono inscritto € minore del perimetro di qualunque poligono circo-
scritto;

e aumentando il numero dei lati dei poligoni, diminuisce la differenza fra i perimetri dei poligoni con
lo stesso numero di lati, rispettivamente inscritto e circoscritto;

Dalle osservazioni fatte ne consegue che i 2 insiemi dei perimetri dei poligoni, rispettivamente inscritti
e circoscritti, costituiscono 2 classi di grandezze contigue che ammettono quindi un unico elemento di
separazione: proprio la lunghezza della circonferenza.

Dal punto di vista dell’Analisi il problema potrebbe essere affrontato mediante la costruzione di 2
successioni, rispettivamente i perimetri dei poligoni regolari inscritti e circoscritti:

83,84, S5, ...

SS) S4a 557

si puo dimostarare, con 1'uso della trigonometria, che tali successioni sono convergenti verso lo stesso
valore L che quindi si assume come lunghezza della circonferenza. Cio significa che

Ve>0,3neNVn>n=|s, — L| <e¢

e, analogamente, che
Ve>0,3neNVn>n=|S,—L| <e

cioe, come abbiamo gia visto, si scrive anche

lim s, =1L
n—-+oo

e, analogamente,
lim S, = L.

n—-+o0o

Cercheremo nel seguito di generalizzare il procedimento suesposto ad una qualunque funzione reale
di variabile reale.
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Definizione 3.0.5. Sia y = f(x) una funzione reale di variabile reale di dominio D e sia ¢ un’accumu-
lazione per D; diremo che [ € il limite di f per x che tende a c¢ e scriveremo
lim f(x) =1
se
VYV, AU Nz eU.ND—{c} = f(z) eV,

cioe, fissato comunque un intorno del limite, deve esistere un intorno dell’accumulazione tale che, preso
un qualunque punto x appartenente a tale intorno e al dominio, esclusa al piu ’accumulazione stessa,
accade che la sua immagine appartiene all’intorno del limite inizialmente considerato

La definizione generale appena data si traduce nei casi particolari come segue:

e limite finito per una funzione in un punto cio¢ /,¢ € R (diremo che f converge ad [):
li =
lim f(x) =1

se
Ve>0,3U Ve eU.ND—{c}=|f(z) -1 <e

e limite finito per una funzione all’infinito cioe | € R, ¢ = oo:
i, o) =+

se
Ve>0,3Ux|Ve €U ND = |f(z) =1l <e€

e limite infinito per una funzione in un punto cioe ¢ € R, = co (diremo che f diverge a 00):

lim f(z) = 00

r—c

se
VM >0,3U Nz eU,ND—{c} = |f(z)| > M

e limite infinito per una funzione all’infinito cioe [, ¢ = oco:
lim f(z) = o0
T—>00

se
VM >0,3Ux|Ve € U ND = |f(z)| > M

Osservazione. Di particolare utilita risultano, in taluni casi, le definizioni di limite destro e sinistro in un

punto c: diremo che
lim f(z)=1

z—ct
se
VVi,3U NNz eUnNDN{zeRlx>c} = f(z) eV

e lo chiameremo limite destro della funzione in ¢. Analogamente si definisce il limite sinistro di f(z) in c.

Esempio 3.0.8. Usando la definizione di limite, verificare che

. 2 —5x+6
lim — =
r—2 x—2

-1

Ve>0,3UsVa € UsNR — {2} = 2225246 1 1] < ¢

Risolviamo la disequazione

%Jrl‘ < € ottenendo %Jrl < edacui |(x—3)+ 1] < € ed infine
|z — 2| <e

che rappresenta 'intorno di 2 cercato.
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3.1 Teoremi sui limiti 16

Esempio 3.0.9. Usando la definizione di limite, verificare che

0

lim =
z—00 12 4 2

1
242

Ve>0,3Us0|Vz € Usos NR =

’<e

}<eottenend0 2 +2> % da cui z2 >%—2ed infine
1 1
< —\[——2,x>/-—2
€ €

Esempio 3.0.10. Usando la definizione di limite, verificare che

Risolviamo la disequazione E%H

che rappresenta l'intorno di co cercato.

lim_In(z +5)? = —oc0
r——5

VM >0,3U_s5Vz € U_5 NR—{=5} = In(z+5)2 < -M
Risolviamo la disequazione In(x 4 5)? < —M ottenendo (x + 5)2 < e™™ da cui —Ve M <z +5 < Ve~M ed infine
—5—Ve M<gr<—-54+Ve M
che rappresenta 'intorno di —5 cercato.

Esempio 3.0.11. Usando la definizione di limite, verificare che

lim +1—2 =400

T—r—00

VM >0,3U_|Vz EU_0oN] —00, 1] = V/1—-2z>M
Risolviamo la disequazione v/I — 2 > M ottenendo 1 — z > M? da cui —z > M? — 1 ed infine

z<1— M?

che rappresenta ’intorno di —oo cercato.

3.1 Teoremi sui limiti

Teorema 3.1.1 (Teorema di unicita del limite). Il limite di una funzione f(x), reale di variabile reale,
per x che tende ad una accumulazione ¢ per il suo dominio D, se esiste, é unico.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che il limite non sia unico. Nel caso finito, si avrebbe I; # [y
ossia, per esempio, l; < ls; per definizione di limite si ha

Ve>0,3UNVz e U ND—{c} = |f(z) — 11| <e

Ve>0,3U3Vz e U2ND—{c} = |f(x) —la| < ¢
cioe
Ve>0,3UNNVz e U ND—{c} =11 —e< f(z) <l +e
Ve>0,3UNz e USND—{c} =l —e< f(z) <ly+e

in particolare in Ul N U2 N D risulta che
lo—e< f(z)<li+e

cioe anche
lo —e<li+e

ovvero
lo — 11 < 2¢

che contraddice I’ipotesi che € sia positivo piccolo a piacere.
In maniera del tutto analoga si lavora nel caso infinito. O
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Teorema 3.1.2 (Teorema della permanenza del segno). Se una funzione f(z), reale di variabile reale,
per x che tende ad una accumulazione ¢ per il suo dominio, ha limite non nullo allora esiste un intorno
di ¢ in cui la funzione assume lo stesso segno del suo limite.

Dimostrazione. Supponiamo che il limite esista finito e positivo. Per definizione di limite si ha
Ve>0,3U Nz eU.ND—A{c}=|f(z) =1 <e
cioe
Ve>0,3U Ve eU.ND—{c}=l—-e< f(x)<l+e

in particolare per € = % risulta che

l
ovvero l
flz) > 3 >0
Analogamente si lavora nel caso finito e negativo e nei casi infiniti. O

Teorema 3.1.3 (Teorema del confronto o dei 2 carabinieri). Siano f(x), g(z), h(x) tre funzioni reali di
variabile reale definite in un intorno di una comune acculmulazione ¢ ove risulti f(x) < g(x) < h(z) e
sia inoltre
i 7)== Jim h(z)
allora anche
lim g(x) =1

Tr—c

Dimostrazione. Per definizione di limite si ha
Ve>0,3U;VxeU.ND—{c}=|f(z) 1] <e

Ve>0,3U Ve eU.ND—{c} = |h(x) =1 <e
cioe
Ve>0,3U Ve eUND—{c}=1l—e< f(zx)<l+e
Ve>0,3U Ve eU.ND—{c} =l—e<h(z)<l+e

in particolare risulta che
l—e< f(x) <glx)<h(r)<l+e
cioe
l—e<g(z)<li+e
che equivale ad affermare che
lim g(z) =1

Analogamente si procede nei casi infiniti. O
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3.2 Operazioni sui limiti
1. Casi finiti: siano lim fi(x) =1 e lim fa(x) = I3 con I3,y € R allora
r—c r—rcC
algnc[fl(x) + fo(x)] =l + 12

lﬂ[fl(x) h@)) =0 — s
lim f1(z) - fo(x) =11 - Iy

. fi(z) l71
e~ 2790
tim [3(o)] = [

lim fi(z)2® =1 15 >0
Tr—cC
2. Addizioni con i limiti (almeno un caso infinito):
siano liin fi(z) =1 e lim fa(z) = co con ! € R allora liin [fi(z) + fa(x)] = 0
x (& Tr—cC x c

siano lim f;(z) = 400 e lim fo(x) = +oo allora lim [f1(z) + fa(z)] = 400
T—cC T—cC T—c

siano lim fy(z) = —oo e lim fo(x) = —oo allora lim|[fi(z) + fa(z)] = —c0
r—cC r—cC T—C
Osservazione. Se invece lim fi(x) = 400 e lim fo(x) = —oo allora nulla si puo dire! In tal caso
Tr—cC Tr—c

parleremo di forma indeterminata del tipo 400 — oc.
3. Moltiplicazioni con i limiti (almeno un caso infinito):
siano lim f1(z) =1 e lim fa(z) = oo con I € R* allora lim fi(x) - fa(x) = 00
Tr—cC r—cC Tr—cC
siano lim f1(z) = 0o e lim fo(x) = oo allora lim fi(z) - fo(z) = 00
Tr—cC Tr—c r—c

Osservazione. Se invece lim fi(z) = 0 e lim fy(x) = oo allora nulla si puo dire! In tal caso parleremo
r—rc r—rc

di forma indeterminata del tipo 0 - co.

Osservazione. Per la determinazione del segno di co valgono le solite regole dei segni.

4. Divisioni con i limiti (almeno un caso infinito o nullo):

siano i;mC filz)=1le }:ILI}: f2(z) =0 con [ € R* allora ill}r}: ﬁgﬁ; =00
siano il_}mcfl(x) =le a1c1_>mC fa(x) = 0o con I € R allora f%1_}111C % =0
fi(z) 00

siano i1_>mc filx)=o0ce }ql_>mc fa(x) =1 con !l € R allora }cl_>mp e

Osservazione. Se invece lim f1(z) = 0 e lim fo(z) = 0 allora nulla si puo dire! In tal caso parleremo
Tr—c r—cC
0
di forma indeterminata del tipo o
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Osservazione. Se invece lim fi(x) = oo e lim fa(z) = oo allora nulla si puo dire! In tal caso
T—C T—C

00
parleremo di forma indeterminata del tipo —.
00

Osservazione. Per la determinazione del segno di co valgono le solite regole dei segni.

5. Potenze con i limiti (almeno un caso infinito o nullo):
In tal caso & opportuno osservare che f;(x)f2(®) = f2(x)Inf1i(#) ¢ quindi il calcolo del limite della
potenza ¢ ricondotto al calcolo del limite di un prodotto. Poicheé 'unica forma indeterminata per
il prodotto & 0 - co ne consegue che se fa(x) — 0 e In fi(x) — oo allora fi(x) — +oo oppure

fi(z) — 0T; se invece fa(z) — oo e In fi(z) — 0 allora fi(z) — 1. Da cid si deduce che risultano
forme indeterminate anche quelle del tipo +00?, 0° e 1°°.

3.3 Continuita delle funzioni reali di variabile reale

Diamo di seguito una delle fondamentali definizioni di tutta 1’Analisi matematica.

Definizione 3.3.1. Sia y = f(z) una funzione reale di variabile reale e sia ¢ un punto di accumulazione
per il suo dominio; diremo che la funzione & continua in ¢ se

lim f(z) = f(c)

Tr—c

Se invece ¢ ¢ un punto isolato per il dominio allora diremo che la funzione ¢ continua in c.

Diremo che f e continua nel suo dominio se lo € in ogni suo punto.

Osservazione. | teoremi e le operazioni visti sopra sono banalmente estendibili al caso di funzioni continue
in ¢ con l'ovvia sostituzione di I e I3 con fi(c) e fa(c).

3.4 Continuita delle funzioni elementari

Teorema 3.4.1. La funzione costante f(x) =k é continua su tutto ’asse reale.

Dimostrazione. Preso ¢ € R esso risulta di accumulazione per il dominio della funzione; si ha

lim k =k

r—c

cioe la funzione & continua su tutto 1’asse reale, essendo
Ve>0,3UVx e U= |f(z) -1l <e

nel nostro caso

|k —kl=0<e
verificata per ogni valore reale di x. O

Teorema 3.4.2. La funzione identita f(x) = x & continua su tutto ’asse reale.
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Dimostrazione. Preso ¢ € R esso risulta di accumulazione per il dominio della funzione; si ha

limz =c¢
xr—c

cioe la funzione & continua su tutto l’asse reale, essendo
Ve> 0,30 Ve e U= |f(z) -1l <e

nel nostro caso
|x —c| <e

che rappresenta 'intorno U, cercato. O

Osservazione. Conseguenza immediata dei primi due teoremi sulla continuita e dei precedenti sui limiti,
¢ la continuita delle funzioni polinomiali e razionali fratte (naturalmente nei loro domini).

Teorema 3.4.3. La funzione esponenziale elementare f(x) = a® é continua su tutto 'asse reale.

Dimostrazione. Preso ¢ € R esso risulta di accumulazione per il dominio della funzione; si ha

lim a” = a°
xr—c

cioe la funzione ¢ continua su tutto l’asse reale, essendo
Ve>0,3U Ve e U= |f(z) =1l <e

nel nostro caso
|a® —af| < e

cioe
a®—e<a®<a’+e
a>1=log,(a®—¢€) <z <log,(a®+¢)
0<a<l=log,(a+¢) <z <log,(a®—e)
che rappresentano nei rispettivi casi I'intorno di ¢ cercato. O

Teorema 3.4.4. La funzione logaritmica elementare f(x) = log,x € continua nel suo dominio (per
z>0).

Dimostrazione. Preso ¢ > 0 esso risulta di accumulazione per il dominio della funzione; si ha
lim log, x = log, ¢
S 108, 2a,
cioe la funzione ¢ continua nel suo dominio, essendo
Ve>0,3U Ve e U= |f(z) -1l <e

nel nostro caso
llog, z — log, c| < ¢

cioe
log,c—€<log,x <log,c+e¢
a>1= @' "¢ < g < @8 cte
0<a<l=a%te < g <gloBace
che rappresentano nei rispettivi casi I'intorno di ¢ cercato. O
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Teorema 3.4.5. La funzione sinusoidale elementare f(x) =sinx é continua su tutto l’asse reale.

Dimostrazione. Preso ¢ € R esso risulta di accumulazione per il dominio della funzione; si ha

lim sinx = sinc
Tr—c

cioe la funzione & continua su tutto 1’asse reale, essendo
Ve>0,3UVx e U= |f(z) -1l <e

nel nostro caso
[sinz —sin¢| < €

cioe
sinc—e <sinz <sinc+e€
arcsin(sinc — €) + 2kw < x < arcsin(sin ¢ + €) + 2k,
m —arcsin(sinc + €) + 2km < x < m — arcsin(sin ¢ — €) + 2kw
intervalli tra i quali si trova I’intorno di ¢ cercato. O

Teorema 3.4.6. La funzione cosinusoidale elementare f(x) = cosx é continua su tutto ’asse reale.

Dimostrazione. Preso ¢ € R esso risulta di accumulazione per il dominio della funzione; si ha

lim cosx = cosc
r—c

cioe la funzione & continua su tutto 1’asse reale, essendo
Ve> 0,30 Ve eU. = |f(x) -1 <e

nel nostro caso
|cosx — cosc| < e

cioe
cosc— € < cosx < cosc+ e
arccos(cos ¢ + €) + 2km < x < arccos(cos ¢ — €) + 2k,
—arccos(cos ¢ — €) + 2km < & < — arccos(cos ¢ + €) + 2k
intervalli tra i quali si trova l’intorno di ¢ cercato. O

Osservazione. Conseguenza immediata dei teoremi sulla continuita e dei precedenti sui limiti, e la conti-
nuita delle funzioni tangente, cotangente e ottenute mediante operazioni elementari su funzioni continue
(naturalmente nei loro domini).

Osservazione. In maniera analoga si pud dimostrare che composte di fuzioni continue sono continue
(naturalmente nei loro domini) e che inverse di funzioni continue sono continue (naturalmente nei loro
domini).
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Osservazione. Si puod dimostrare che per una fuzione f(x) continua e monotona crescente su un intervallo
reale I di estremi a,b con a < b (anche infiniti) si ha

lim f(x) =inf{f(v)},c;

r—at

lim f(x) = sup{f(z)},c;

z—b~
Analogamente se si fosse trattato di una funzione monotona decrescente. In particolare osserviamo che
lim e*=0
T—r—00

lim e* = 400
T—+00

Iim Inz = —0
r—0t

lim Inz =+oc0
Tr—+00
Diamo di seguito gli enunciati di tre teoremi riguardanti le funzioni continue definite su un intervallo
chiuso e limitato, anteponendo alcune definizioni di cui ci serviremo.

Definizione 3.4.1. Diremo massimo assoluto per una funzione reale definita in un dominio reale il
massimo, se esiste, dell’insieme delle immagini.

Definizione 3.4.2. Diremo minimo assoluto per una funzione reale definita in un dominio reale il
minimo, se esiste, dell’insieme delle immagini.

Teorema 3.4.7 (Teorema di Weierstrass). Una funzione continua definita su un intervallo chiuso e
limitato ammette minimo e massimo assoluti.

Teorema 3.4.8 (Teorema dei valori intermedi). Una funzione continua definita su un intervallo chiuso
e limitato assume tutti i valori compresi fra il minimo e il massimo assoluti.

Teorema 3.4.9 (Teorema degli zeri). Una funzione continua definita su un intervallo chiuso e limitato
che assume valori discordi agli estremi, si annulla almeno una volta all’interno dell’intervallo.

Facendo uso della continuita delle funzioni elementari e dei teoremi sui limiti, calcolare i seguenti
limiti.
Esempio 3.4.1. liml(a:2 —3x+2) trattandosi di una fuzione continua, & sufficiente sostituire ad z il valore 1; si ottiene
r—r
cosi

lim (22 — 3z 4+2) =0

z—1

Esempio 3.4.2. lim la fuzione non & continua in 2 ma & sufficiente usare le operazioni sui limiti nei casi infiniti;

=2 x —
si ottiene cosi
lim =00
z—2 xr — 2
Osservazione. La notazione usata riassume i 2 casi
lim =40
z—2+ x — 2
lim = —00

z—2— T — 2

e in tal caso ammetteremo che il limite dato esiste.
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_1_
Esempio 3.4.3. lim e=z—3 la fuzione non & continua in 3 ma & sufficiente usare le operazioni sui limiti nei casi infiniti
3

1
xr—r
disinguendo pero il caso destro dal sinistro; si ottiene cosi

_1_
lim e*—-3 = 400
r—3+

Osservazione. Per il teorema dell’unicita del limite, diremo che il limite dato non esiste.

1

Esempio 3.4.4. lim sin non esiste poiche, per x che tende a 0, i tende all’infinito e, dato che la funzione sinusoidale

z—0
& periodica, essa assume tutti i valori compresi fra -1 e 1 infinite volte in ogni intorno di infinito; viene, quindi, a mancare

I'unicita del limite.

Esempio 3.4.5. lim In (1 + %) la fuzione non & continua in 2 ma & sufficiente usare le operazioni sui limiti nei casi

T —r 00
infiniti; si ottiene cosi

1
lim ln(l—&-f) =0
T—> 00 xT

Osservazione. La notazione usata riassume i 2 casi
X 1
lim In{14—-)=0
r—+oo x

1
lim In (1 + 7) =0
r——00 €T

222 — 5z + 2
Esempio 3.4.6. 111112 i numeratore e denominatore sono funzioni continue e i loro limiti si calcolano per
T— 2 —

sostituzione; si ottiene pero la forma indeterminata % che suggerisce la scomposizione in fattori dei polinomi:

2z —1)(z —2) . 2z —

m = lim

z=2 (x+2)(x—2) 2—=2 z+
si ottiene cosi

1
5 la funzione razionale fratta ottenuta & ora continua in 2, percio é sufficiente sostituire e

. 222 —bBx+2 3
lim ————— = —
z—2 x2 —4 4

. . Ve +5+2x
Esempio 3.4.7. lim ——
r——1 x+1
sostituzione; si ottiene pero la forma indeterminata % che elimineremo moltiplicando sia il numeratore che il denominatore
per una stessa quantita:

(Vz+5+2z)(vVx+5—2x) . x4+ 5 — 4z . 422 —x -5

li =1 =1 — =
w01 @+ 1)(Va¥5-20) w01 @+ (Ve Fb—20) eo-1 (a4 D)((VaF 5 22))
. (z+1)(4x — 5) . 4r — 5 X N . . Lo .
= lim — = lim ———— la funzione ottenuta & ora continua in -1, percio & sufficiente

z—=—-1 (z+1)((vVx +5 — 2z)) z=—1 /r+5—2x

sostituire e si ottiene cosi
i Ve +5+2x 9
im —— = —
z——1 r+1 4

numeratore e denominatore sono funzioni continue e i loro limiti si calcolano per

Esempio 3.4.8. lim (23 —2z+5) trattasi della forma indeterminata +oco — oo che elimineremo raccogliendo la potenza
Tr—ro0

di grado massimo:

lim x3(1 — x% + x%) = oo poiche ciascuna delle frazioni tende a 0.
Tr—r0o0

203 — 4z + 1
Esempio 3.4.9. lim —————— numeratore e denominatore sono funzioni continue e i loro limiti risultano infiniti;
z—oo  5x3 + 212
si ottiene percio la forma indeterminata % che elimineremo raccogliendo sia a numeratore che a denominatore la potenza

di grado massimo:

22— 25 + 25) 2- 5 +5 2
lim # = lim —*—-"* = — poiche ciascuna delle frazioni tende a 0.
z—00 x (5+;) T—00 5+E 5

[12/13] - ITIS V.VOLTERRA SAN DONA DI PIAVE



3.4 Continuita delle funzioni elementari 24

223 + 522 — 2

Esempio 3.4.10. lim —————— numeratore e denominatore sono funzioni continue e i loro limiti risultano infiniti;
z—o0 —g2 4+ 2x + 3

si ottiene percio la forma indeterminata % che elimineremo raccogliendo sia a numeratore che a denominatore la potenza

di grado massimo:

a2+ 3 - %) . 2+3-% . . .
im % = lim z - % = oo poiche, come nell’esercizio precedente, la frazione tende a —2 e

tendendo x all’infinito, in base ai teoremi visti, il limite del prodotto risulta infinito.

4 2
. . Tt —x“+3x—4 . Lo . .
Esempio 3.4.11. lim —————— numeratore e denominatore sono funzioni continue e i loro limiti risultano
z—o0 625 — 224+ — 1
infiniti; si ottiene percio la forma indeterminata % che elimineremo raccogliendo sia a numeratore che a denominatore la

potenza di grado massimo:

1 3 4 1 k 4
ot -+ S5 -4 o1 1-L 434 , .. .
lim z z Z - = lim —-—2% % 2 — () poiche, come nell’esercizio precedente, la frazione tende a
2 1 1 2 1 1 ) ’
z~>oox5(6_7+i_f) T—00 I 6— =2+ =4 — =
z ' ozt x5 z T L4 25

% e tendendo z all’infinito, in base ai teoremi visti, il limite del prodotto risulta zero.

1 1 1 1 9 1
o : R N ()
Esempio 3.4.12. lim & operando la sostituzione — = ¢ si ha lim £ L — lim = lim —=— =
z—0 T z—0 3 t—o0 312 42  t—oo o 2
o) + 2 o) + 2 t2(3 + t72)
1
==
lim L poiche ciascuna delle frazioni tende a 0.
t— 00 2 3
e

Osservazione. Dagli ultimi tre esempi si deduce facilmente la regola generale per il calcolo del limite di
un rapporto di polinomi quando x tende all’infinito:

- sen=m

. apx” + a1z + ...+ a,
lim

= 0o sen>m
z—00 bgx™ + bix™m L + ... + by,

0 sen <m
Procediamo ora fornendo due definizioni che permettono il confronto fra funzioni tendenti all’infinito.

Definizione 3.4.3. Diremo che una funzione f(x) & un infinito per = che tende a ¢ se

lim f(x) = o0

Definizione 3.4.4. Date due funzioni f(z) e g(z) infinite per x che tende a ¢, se

k € R* allora diremo che f(z) e g(x) sono infiniti dello stesso ordine

oo allora diremo che f(z) & un infinito di ordine superiore rispetto a g(z)

iy 261
r—cC €T
g 0 allora diremo che f(x) ¢ un infinito di ordine inferiore rispetto a g(x)

non esiste  allora diremo che f(x) e g(x) sono infiniti non confrontabili

Osservazione. Nel caso in cui addirittura

lim @ =1
T—c g(x
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diremo che f(z) e g(x) sono infiniti equivalenti e si usa la notazione

f(@) ~ g(x)

Osservazione. Dagli esercizi visti sopra si deduce facilmente che, per x che tende all’infinito, un polinomio
€ equivalente al suo termine di grado massimo; inoltre, lo studio delle funzioni trascendenti aveva gia messo
in luce che, per x che tende a +oco la funzione logaritmica crescente € un infinito di ordine inferiore a
qualsiasi potenza positiva di z, che a sua volta & un infinito di ordine inferiore rispetto alla funzione
esponenziale crescente. Per esprimere quest’ultima relazione, che potra essere provata solo in seguito, si
usa la notazione: per x — +00

log, v << 2% << a”

con a reale maggiore di 1 e per ogni « reale positivo.
Enunciamo, ora, due teoremi di particolare utilita nel calcolo dei limiti che coinvolgono funzioni

infinite.
Teorema 3.4.10 (Principio di sostituzione degli infiniti equivalenti). Se fi(z), f2(x), g1(x), g2(x) sono
infiniti per x che tende a c e fi(x) ~ fa(x), g1(x) ~ g2(x) allora

lim fi(z) — lim fa(z)

a—c g1(x)  w—e go(x)

se 1 limiti esistono.

Teorema 3.4.11 (Principio di eliminazione degli infiniti). Se f(z), g(z),a(z),b(z) sono infiniti per x
che tende a ¢, a(x) e b(x) sono infiniti di ordine inferiore rispettivamente a f(x) e g(x) allora

@) e S
e5e gw) +b(z) ~ eoe g(a)

se 1 limiti esistono.

1 1
Esempio 3.4.13. lim iy = lim — = — avendo utilizzato i principi enunciati sopra.
z—+00 2x — /T @—>+o0 2x 2
. 2% + 53 27 2\*
Esempio 3.4.14. lim ————— = lim — = lim (7 = 0 essendo, per = che tende a +oo, (z — 1)
z—+00 3T — 6/ — 1 z—+oo 3T z—+oo \ 3

equivalente a x e avendo utilizzato i principi enunciati sopra, le proprieta delle potenze e delle funzioni esponenziali.

Inz
1 3¢ 2 It 1 In3 1
Esempio 3.4.15. lim 282@F3Ve+2) L logy(@) oy 2 ne I3 o,z
z—+o0  logs (2w + /T) z—4o0 logg 2z  @—+oo In22 25400 In22 In2 z—+oo Inz +In2
m3  In3 3
IH—Q = IH—Q essendo, per x che tende a +o00, (z +3/z + 2) equivalente a x, (2z + /) equivalente a 2z, avendo utilizzato
n n
i principi enunciati sopra e le proprieta dei logaritmi.
1 1 1 1
. T o 1 . 2z L2 —t ot 1
Esempio 3.4.16. lim “——=*  operando la sostituzione — = ¢ si ha lim “5—* = lim —— = lim — = —
x—0 T z—0 t—oo 3t2 4+ 2 t—o0 3t2 3
=12 =12

avendo utilizzato i principi enunciati sopra.
Esempio 3.4.17. lir_‘r_l (vVz2+1—12) idue addendi tendono rispettivamente a +0o e —oo percid si ottiene la forma
xr—r oo

indeterminata +o0o — co che elimineremo moltiplicando sia numeratore che denominatore per Va2 + 1 + z:
2 2
r:+1)—2z . 1 . 1 s .

lim @+ -’ = lim = lim ———————— poich& x tende a +oo si ha |z| = x pertanto
x—+o00 \/1'2 +14+x xr—+o0 1 xr—+o00 1
x2(1+—2)+x || 1“’1*2"‘9”
T

si ottiene: n
lim —————— = 0 poiche la quantita dentro parentesi tende a 2 e x tende a +oo.

x—+oo 1
T 1+—2+1
xT

[12/13] - ITIS V.VOLTERRA SAN DONA DI PIAVE



3.5 Limiti fondamentali 26

Esempio 3.4.18. lim (Vz?+1—z) idue addendi tendono entrambi a 400 percid non si ha una forma indeterminata
T——00
e il limite ¢ facilmente calcolabile:

lim (Vz2+1—12) =400
——o00

T

Osservazione. Se 'esercizio fosse stato proposto nella forma

lim (Va2 41— 1)

Tr—r00
sarebbe stato necessario distinguere i due casi come fatto sopra.
Esempio 3.4.19. Ign;(m — ) in base all’osservazione precedente, dovremo distinguere i due casi:
Tl}rfoo(\/m — ) 1 due addendi tendono rispettivamente a +0o e —oo percid si ottiene la forma indeterminata

400 — oo che elimineremo moltiplicando sia numeratore che denominatore per vz2 + 3z + x:

2 4 3z) — 22 3 3
lim (@7 +32) — 27 = m —>% — Lm —= poiché z tende a +oo si ha |z| = z pertanto
x—+o00 \/1'2 +3z+x xr—+o00 3 T—+oo 3
zz(l—i-f)—l—x || 1+;+x

si ottiene:

lim 3—:5 = lim ; = § poiche il denominatore tende a 2.
xr— 400 3 T — 400 3 2
T 1+—+1 1+ - +1

x

lim (vz2+3z —z) i due addendi tendono entrambi a +oco percid non si ha una forma indeterminata e il limite &
Tr—r—00

facilmente calcolabile:

lim (Vz?+ 3z —z) =400
——o00

T

vV 3—-2
Esempio 3.4.20. lim1 le numeratore e denominatore sono funzioni continue nei loro domini e i loro limiti
T— T —
risultano zero; si ottiene percio la forma indeterminata % che elimineremo moltiplicando sia numeratore che denominatore
per v + 3+ 2x:
. (Vz +3)2 — (2z)2 . —4z? +x+3 . (z — 1)(—4z — 3) ) —4x —3 .

lim = lim = lim = lim ———— la funzione
z—=1 (xz — 1)(v/z + 3+ 2z) z—=1 (x — 1)(Vz + 3 + 22) z—=1 (z — 1)(v/z + 3+ 2z) z—=1 \/x + 3+ 2z

ottenuta & ora continua in 1, percio & sufficiente sostituire e si ottiene cosi
—4x —3 7

lim — =
z—1 /T + 3+ 2 4

Y —2
Esempio 3.4.21. lim L numeratore e denominatore sono funzioni continue nei loro domini e i loro limiti
z—=8 \/Jxr+1—3

risultano zero; si ottiene percio la forma indeterminata % che elimineremo moltiplicando sia numeratore che denominatore
per (\/3 22+ 2z +4)(Vz+1+3):
(¥x)3 —23)(Vz +1+3) — lim (z-8)(Ve+1+3) i Ve+1+3

= lim —————— la funzione ottenuta &
o8 Va2 + 2z + 4

P (e r 1 ) (Va4 295 8) _ E (o —8)(Va? £ 20+ 0

ora continua in 8, percio & sufficiente sostituire e si ottiene cosi

vz+1+3 1

VaZ42yw+4 2

lim
r—8

3.5 Limiti fondamentali

Esaminiamo ora due limiti notevoli, uno dei quali sara anche dimostrato, detti primo e secondo limi-
te fondamentale, di particolare interesse per le molteplici conseguenze che da essi discendono. Essi si
presentano come forme indeterminate del tipo, rispettivamente, % e 1.

sinx

L

: 1\*
lim <1+> =e (II)
T—00 T
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Teorema 3.5.1 (I limite fondamentale). Se x é la misura in radianti di un angolo allora risulta

. sinx
lim =1
z—0 I
Dimostrazione. Dimostriamo dapprima che
. sinzx
lim =1
z—0t T

non e restrittivo supporre che ’angolo (la cui misura in radianti coincide con la misura dell’arco associato)
sia compreso fra 0 e §; dalla goniometria e dalla geometria sintetica sappiamo che:

sine <z < tanz

dividiamo tutti e tre i membri per sinz (che & positivo e non modifica, quindi, il verso) ed otteniamo:

T 1
1<~ <
sinx ~ cosz

applichiamo il teorema del confronto per z che tende a zero da destra; le funzioni estremanti tendono
entrambe banalmente a 1 e quindi risulta:

xT

lim — =1
rz—0t SIN T

da cui, per il teorema sul limite del reciproco di una funzione, si conclude la prima parte della dimostra-
zione.

. . sinz L. .
Essendo, infine, la funzione y = —— pari, risulta che anche il
T

. X
lim — =1
rz—0— SIN T
da cui la tesi. O
X . sin3z . . L
Esempio 3.5.1. hrrb 2 ci riconduciamo al I limite fondamentale:
T— x
sin3z 3z sin3xz 3
lim —— - — = lim - — poniamo 3x = z e osservando che se z tende a 0 anche z tende a 0, otteniamo:
z—0 3z 2x -0 3z 2
i sinz 3
im —_— ===
z—0 . 2 2

Osservazione. In generale, dati i numeri reali non nulli « e 3, si prova facilmente che:

sin ax «

lim —— = =
220 Bz B

Se a = 0 non c’e neppure bisogno di passare al limite, essendo la funzione identicamente nulla.

. . tanx .. . L.
Esempio 3.5.2. lim ci riconduciamo al I limite fondamentale:
z—0 x
sin &
. . sinz 1
lim €95L — {im . =1
z—0 x z—=0 x CcCosS T
. . arcsing - . - L. . . .
Esempio 3.5.3. llII}) ———  ci riconduciamo al I limite fondamentale con la posizione arcsinxz = z da cui x = sinz
r—r T

con z tendente a 0:
lim, ¢ =1

s z
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A . arctanz . . A - i
Esempio 3.5.4. llH}) ———  ci riconduciamo al I limite fondamentale con la posizione arctanxz = z da cui x = tan z
r— x
con z tendzente a 0:
lim, .o =1
tan z

Osservazione. In generale, dati i numeri reali non nulli « e 3, si prova facilmente che:

tan ax a

lim ——— = —
z—0 Pz 15}
. arcsin ax «
m —— = —
z—0 Bx 153

arctan ax e
z—0 Bx o I}

Se a = 0 non c’e neppure bisogno di passare al limite, essendo la funzione identicamente nulla.

1 —cosz
Esempio 3.5.5. lim0 — ci riconduciamo al I limite fondamentale moltiplicando numeratore e denominatore per
T— T
14 cosz:
1-— 2 in )2 1 inz\? 1 1
lim (cos z) - lim (sinx) ) - lim sin x N S |
z—=0 z2(1 +cosz) =z—0 x2 1+cosz =z=—0\ =z 1+cosz 2
. . 1 —cosbx L. . .. L. .
Esempio 3.5.6. hm0 —— d riconduciamo al I limite fondamentale moltiplicando numeratore e denominatore per
T— x
1 + cos ba:
. 1—(cosbx)? . (sinbz)? 1 . sin 5z 2 1 25
lim = lim . = lim . = —
z—0 22(1 + cosbz) =z—0 2 1+cosbx z—0 x 1+ cos b5z 2

Osservazione. In generale, dato il numero reale non nullo «, si prova facilmente che:

. 1—cosax a2
lm ————— = —
z—0 ,CC2 2

Procediamo ora fornendo due definizioni che permettono il confronto fra funzioni tendenti a zero e
rendono molto piu agevole il calcolo di un limite qualora questo si riconduca al I limite fondamentale.

Definizione 3.5.1. Diremo che una funzione f(x) ¢ un infinitesimo per x che tende a c se

lim f(z) =0

Tr—c

Definizione 3.5.2. Date due funzioni f(z) e g(z) infinitesime per x che tende a ¢, se

k € R* allora diremo che f(z) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine

oo allora diremo che f(x) & un infinitesimo di ordine inferiore rispetto a g(z)

f(x)

z—c g(x
g 0 allora diremo che f(z) & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a g(x)

non esiste  allora diremo che f(z) e g(z) sono infinitesimi non confrontabili
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Osservazione. Nel caso in cul addirittura

G
}:1215 (35)71

diremo che f(z) e g(x) sono infinitesimi equivalenti e si usa la notazione

f(@) ~g(x)

Dagli esempi svolti sopra e dalle definizioni date, segue immediatamente che, per x che tende a 0,
sono infinitesimi equivalenti le seguenti funzioni:

T ~sinx

xr ~ tanzx
x ~ arcsin

x ~ arctanx

1, 1
—z°~1—cosx
2

Osservazione. Dalla definizione di infinitesimi equivalenti, discende che funzioni identicamente nulle in
un intorno di ¢ non possono essere equivalenti (infatti , in nessun caso, il limite del loro rapporto potrebbe
dare 1).

Enunciamo, ora, due teoremi di particolare utilita nel calcolo dei limiti che coinvolgono funzioni
infinitesime.

Teorema 3.5.2 (Principio di sostituzione degli infinitesimi equivalenti ). Se fi(z), f2(z), g1(z), g2(x)
sono infinitesimi per x che tende a ¢ e f1(x) ~ fa(x), g1(x) ~ ga(x) allora

Ji(x) . fa()

lim = lim

se 1 limiti esistono.

Teorema 3.5.3 (Principio di eliminazione degli infinitesimi ). Se f(x), g(z), a(x),b(x) sono infinitesimi
per x che tende a ¢, a(x) e b(x) sono infinitesimi di ordine superiore rispettivamente a f(x) e g(x) allora

f@)+a(@) _ . f@)

eore g(x) +b(z)  ae g(a)
se 1 limiti esistono.

sin 2z 4 arcsin 22 — 2 arctan 3z . 2x+4+a22-2-3z 2x — 6x

4
Esempio 3.5.7. lim — = lim = lim = —— essendo, per = che
z—0 tan 5z 4 arcsin“ x z—0 5z + x2 z—0 bz 5

tende a 0, sin 2z equivalente a 2z, arcsin x2 equivalente a 22, arctan 3z equvalente a 3z, tan 5z equivalente a 5z e (arcsin z)2
equivalente a 22 ed avendo utilizzato i principi enunciati sopra.

sin(% —z —z
Esempio 3.5.8. lim # = lim ——— avendo posto z = = — % ed essendo, per z che tende a 0, sin(—z)
2§ /1 — cos(z — ) =20 122

equivalente a —z e 1 — cos z equivalente a %z2. Dobbiamo a questo punto distinguere due casi: lim,_, o+ = —V2e

)4

—Zz
lim,_,o- —— =2

S
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2

21
sin® ~ z 1
Esempio 3.5.9. lim 7“”3 = lim ———— = = avendo posto z = — ed essendo, per z che tende a 0, sin? z
T—00 lfcos(g) z=0 1 .(3Z)2 T
i
equivalente a 22 e (1 — cos 3z) equivalente a 5 (32)2
. . sinz—=x . N o . . S N
Esempio 3.5.10. hrrb — in questo caso non & possibile sostituire (sinz — z) con (z — x) = 0 poiche, come &
r— xT

stato precedentemente osservato, la funzione identicamente nulla non ¢ equivalente ad alcun infintesimo; ’esercizio non &
risolvibile con le attuali conoscenze.
Proponiamo, a questo punto, una serie di esercizi in cui si utilizza anche il IT limite fondamentale.

x

z, z16
Esempio 3.5.11. zlglgo (1 + %)M = zlgréo (1 + %) 36 _ zanéo [(1+ %) 3} = lims—0o [(1 + 5)2]6 = €% avendo posto

z= % e utilizzato il IT limite fondamentale oltre alla proprieta della potenza di potenza.

Osservazione. In generale, dati i numeri reali non nulli « e 3, si prova facilmente che
. a\ Pz
lim (1 + —) =P
T—00 €T
2
. . 1\T° . 1\Z'T _ . 1\ . C . . ., . 1\Z1T __
Esempio 3.5.12. zlgnoo (1 + 5) = Ilgréo (1 + 5) = zli>rréo [(1 + 5) } dobbiamo distinguere i due casi: xgrfoo [(1 + ;) ] =

+o00 mentre lim [(1 + %)x} ¥ = 0 avendo utilizzato il II limite fondamentale e i limiti relativi alla funzione esponenziale.
Tr—r—00

8=

2.1 2
Esempio 3.5.13. le <1+ ﬁ)z = le <1+ ﬁ)z ? = lim {(1 + :%2)1 ] = 1 avendo utilizzato il II limite
T oo xT oo

xT—r 00
fondamentale e i limiti relativi alla funzione esponenziale.

x
Esempio 3.5.14. lim (;i—i) il rapporto tra polinomi entro parentesi tende a 1, si ottiene percio la forma indeterminata
T—r00
. _ . . _ +13\° o+ YT 1
1°° che elimineremo riconducendoci al II limite fondamentale: lim 5 = lim —732&% = — = — avendo
rz—oo \ 14 = r—»00 (1 + ;) e2 e

utilizzato il IT limite fondamentale e gli esercizi precedenti.
Osservazione. In generale, dati i numeri reali non nulli a e 3, si prova facilmente che
x
. a+x _
lim =¥ F

1

z°

Osservazione. Usando la posizione z =
al seguente limite

si prova facilmente che il IT limite fondamentale & equivalente

1
lim (1+z)= =e
z—0
In(1 1
Esempio 3.5.15. lim In(1 +2) = lim — -In(1 4+ 2) = lim In(1 4+ x)% = 1 avendo usato una proprietd dei logaritmi e
z—0 T z—0 g z—0

I'osservazione precedente.

1 1
Esempio 3.5.16. lim M =

r— €T
proprieta dei logaritmi e "osservazione precedente.

1
T

1
lim — -log, (14 «) = lim log,(1+ )= =log,e (a>0,a # 1) avendo usato una
x—0 x—0

. et -1
Esempio 3.5.17. lim

s ci riconduciamo al II limite fondamentale con la posizione z = ¢* —1 da cui z = In(1+2)
T— x

con z tende%te a 0:
lim,_,0 ——— = 1 avendo usato ’esercizio precedente.

In(1+ 2)
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z _

Esempio 3.5.18. lim0 a (a>0,a#1) ci riconduciamo al II limite fondamentale con la posizione z = a®* — 1
xr—r
da cui z = log, (1 + z) con z tendente a 0:

z

lim, ¢ = Ina avendo usato ’esercizio precedente.

log, (1 + 2) - log, e

Osservazione. Dagli esempi svolti sopra e dalle definizioni date, segue immediatamente che, per = che
tende a 0, sono infinitesimi equivalenti le seguenti funzioni:

xz ~In(1+ )
x~e’—1
. . . . (T4 —1 o .
Esempio 3.5.19. Dato il numero reale non nullo «, calcoliamo llm0 - riscriviamo in modo opportuno
xr—r xTr

, ) ) eln(1+z)o‘ 1 ) earIn(l+z) _ q ) 0T _ ) az
I’espressione a numeratore lim = lim = lim ——— = lim — = « essendo, per x che

x—0 x x—0 x x—0 x x—0 x

tende a 0, In(1 + x) equivalente a z, e*® — 1 equivalente a ax.

Osservazione. Dall’esempio svolto sopra e dalle definizioni date, segue immediatamente che, per = che
tende a 0, sono infinitesimi equivalenti le seguenti funzioni:

ar~ (14+2)*-1
con « numero reale non nullo.

Esempio 3.5.20. llm0 (1 + arcsinz)sinz = e essendo, per x che tende a 0, arcsinz equivalente a x, sinz equivalente a x.
xr—r

2

1 a T a 1 1
Esempio 3.5.21. lim (cosz)=? = lim(cosz — 14 1)2? = lim(—— + 1)=2 = e~ 2 = — essendo, per = che tende a 0,
z—0 z—0 z—0 2 Ve
2
x
(cosz — 1) equivalente a -5
2x x 2x x
et —e et —14+1-e 2z —x T
Esempio 3.5.22. lim = lim + = lim = lim =~ = 1 essendo, per x che tende a 0, (e2—1)
xz—0 x z—0 x x—0 x z—0 1
equivalente a 2z e (1 — e®) equivalente a —z.
Esempio 3.5.23. lim ——=% = lim cos — non esiste poicheé, per z che tende a 0, = tende all’infinito; pertanto gli
z—0 x z—0 x z

infinitesimi x - cos i e x non sono confrontabili.

3.6 Punti di discontinuita

Definizione 3.6.1. Data una funzione reale di variabile reale f(x), sia g € R un punto di accumulazione
del suo dominio; diremo che g & un punto di discontinuita di I specie se esistono finiti ma diversi i seguenti
limiti

lim f(z
e
lim f(z)
T—T
In tal caso chiameremo salto della funzione f in xg la quantitd S = | lim f(z) — lim f(z)|.

I*}ZL’O CE‘)IO
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Esempio 3.6.1. Discutere gli eventuali punti di discontinuita della seguente funzione:

x
Sy =1
x
L’unico eventuale punto di discontinuita della funzione data &, ovviamente, xg = 0 e poiche
T T
lim f(z)= lim le| = lim —=1
m_mg- z—0t+ T z—0t T
x —x
lim f(z) = lim le] = lim — =-1
rﬁza z—0— T z—=0— T

si tratta di una discontinuita di I specie con salto S = 2.

Definizione 3.6.2. Data una funzione reale di variabile reale f(x), sia g € R un punto di accumulazione
del suo dominio; diremo che xg € un punto di discontinuita di II specie se non esiste o € infinito almeno
uno dei seguenti limiti

lim T
z—ad f( )

lim f(z)

ZL’*)ZL’O

Esempio 3.6.2. Discutere gli eventuali punti di discontinuita della seguente funzione:

2c+1
flx) =
r+3
L’unico eventuale punto di discontinuita della funzione data ¢, ovviamente, xg = —3 e poiche
2¢+1
lim f(z)= lim 1
T—TQ z—>—-3 x+3
si tratta di una discontinuita di II specie. Osserviamo che la retta di equazione x = —3 costituisce un asintoto verticale per

il grafico della funzione data.

Definizione 3.6.3. Data una funzione reale di variabile reale f(z), sia £y € R un punto di accumulazione
del suo dominio; diremo che zy & un punto di discontinuita di III specie se esiste finito il limite

lim f(z)

r—rx0o

ma il valore della funzione in xy non esiste oppure € diverso da tale limite.
In tal caso diremo che la discontinuita ¢ eliminabile ponendo che

lim f(z) = f(=zo)

Tr—To

Esempio 3.6.3. Discutere gli eventuali punti di discontinuita della seguente funzione:

x? —3x+2
r—1

flz) =

L’unico eventuale punto di discontinuita della funzione data &, ovviamente, zg = 1 e poiche

lim f(z) = lim w = lim @=DE@=2) = lim(z—2)=-1

T—x( z—1 x—1 rz—1 rx—1 rz—1
ma la funzione non & definita in g = 1, si tratta di una discontinuita di III specie. Eliminiamo la discontinuitd ponendo
flz) sex#1
f@) =

-1 sex=1
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Esempio 3.6.4. Discutere gli eventuali punti di discontinuita della seguente funzione:

r+2 sex <0

sin 3x
f(z) = se0<z<m
T
1
sex >Tm
T —Tm

Gli eventuali punti di discontinuita della funzione data sono, ovviamente, 0 e 7; poiche
lim f(z)= lim (x+2)=2
z—0— z—0—

sin 3x

lim z) = lim
z—0t f( ) z—0T T

il punto x = 0 & una discontinuita di I specie con salto S = 1. Analogamente si procede per il punto x = 7 e poiche

lim f(@)= lim 23T _g
T T T
lim f(z) = lim = +o0

z—7t 7t T — T
il punto x = 7 & una discontinuita di II specie e la retta di equazione x = 7 & un asintoto verticale da destra per il grafico
della funzione.

Esempio 3.6.5. Determinare gli eventuali valori reali di k affinche la funzione

et —1

sex #0
flz) =

k sex=0
sia continua su tutto ’asse reale.
L’unico eventuale punto di discontinuita della funzione data ¢, ovviamente, = 0 e poiche

et —1
=1

li =1

mentre il valore della funzione in 0 & k, affinché essa sia continua su tutto I’asse reale deve essere k = 1.

3.6.1 Esercizi riassuntivi proposti

Usando i teoremi sui limiti e la continuita delle funzioni elementari, provare che:

1. lim 5% =3
T g @l 3

: \/gsinw72cosa: _ 1
2. lim Y2EREmSCORt =

jus
m—>3

3. lim sin (%) =0

z—0t z

4. lim e** =0
r—r+00

: 2lnxz __
5. hm+ Srer = —O0
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. ey _ @
9. QCEIPOO arctan(l +e*) = J

10. lim 222G _ g

z+oo Vritw
Usando anche le tecniche per eliminare la forma indeterminata 8, provare che:

2
3 z”—3xz+2 __ 1
L lim 28 =5

. 37 2 p—
2. lim =z +22-2 _ 3

r—1 B 1 2
. -1 3
3. lim ==
x—1 -1 4

2«
3 rx“—3x—10 __
4. lim 5=5es = 00

. m3+412+5m+2 _
5. lim 2t —

s VzZHI—V2 2
6. gnl Vz243-2 © 2

. 2 —
7. lim &Lt szf2 L=0

r——1

. 1+x—+/14x __
8. lim =7=t== =1

. 4r—1 1
9. lim ¥&=1 _ 1
z—1 Vol 2

1 _ Vx=3 — _
0l e e~ ™

Usando anche le tecniche per eliminare la forma indeterminata 2 o +o00 — oo, provare che:

. 3w2+2x+1 _
1. xlirrgo a6 =3

2. lim &L =0
rz—o0 T -1

. 3_
3. lim &=L =
€T —r 00

. 6_ —
4. lim &=32-10 _ 4

Z—300 x2—10x+25
5. lim ¥Ez =1
: z—+Fo0 4z—3 4
. ‘/1_;'_12 _ 71
6. lm 53 =-y

. /2 37
7. lim ;74_'{—:&1

r—+oo

8 lim (Va?+4x+3—2)=2
r—r+00

9. lim (Va?+4x+3—1z)=+00
T——00

10. lim (Va2 -3z +1—-+V22—-1)=F

r—+o0

Nl
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Usando anche il T limite fondamentale, provare che:

: sindz __ 1
L lim =675 = 3
2. lim sindz _ 3

[\v]

2—0 sin 2z

3 tanbz __ 5
3. 9111}%) tan7x — 7

4. lim 2x+3sin 527+tan2 z _ _ 17

r—0 @+sin?z—3tanz 2

: l—cosz _ 1
5. 31:11% 2rsinz ~ 4

: l—cosz __
6. Ih_IEJ tan2zx

N[

: arcsinz42x __ 3
10. 313% arctanz+3z =~ 4

Usando anche il IT limite fondamentale, provare che:

1. lim(1+2)s =€

z—0

2. lim (14 2)* =¢?

T—r 00
; 1z _ 3
3. mlgrolo(l + 35) Ve
4. lim (14 £)7 =7

Tr—r00

5. lim (1 +sinz)ms =e

r—0
xr
6. lim (2L 1
T opoo \ T2 €
3x
: e’r—1 3
7. iﬂ% 5z 5
8. lim &£=¢" — 9
z—0 z

. In(142?) _
t e = 1
lim e’ _cosa _ 3
z—0 z?
. v2(1—cosx)
lim Y¥———= =41
z—0% v
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Determinare gli eventuali punti di discontinuita delle seguenti funzioni reali di variabile reale, indi-
candone la specie:

1)

2)

-1
f(z)= |;C I [x =1, T specie]
2r —5 3 .
fz) = T [z = 3, II specie]
z+1 . .
flx) = PER [x =0, I specie; x = 1, II specie]
2 _7r+10
flz) = a;m_% [x = 1, II specie; x = 2, III specie]
sinz
f(z) = [z = 2, III specie]
2241, >0

[12/13] - ITIS V.VOLTERRA SAN DONA DI PIAVE



Capitolo 4

Derivate e funzioni derivabili

In questo capitolo affronteremo il concetto di derivata che & uno dei piu importanti dell’ Analisi Matema-
tica e delle sue applicazioni.

4.1 Definizione e significato geometrico di derivata

Data una funzione reale f(z) definita in un intorno I di zy € R, siano P(zg, f(x0)) e Q(xo+h, f(zo+h))
due punti appartenti al suo grafico (ove si intende xg + h € I); detti rispettivamente incremento della
variabile dipendente e indipendente le quantita

Ay = Af(x) = f(zo+h) = f(xo)

Az =(r9g+h)—xzo=nh

diremo rapporto incrementale di f relativo ad xg la quantita

Af(x) _ flzo+h) = flxo)

Az h

Dalla teoria della Trigonometria e della Geometria Analitica, sappiamo che il rapporto incrementale &
il coefficiente angolare mpg della retta passante per i punti P e @) che risulta secante il grafico della

funzione data:
f(@o + 1) — f(z0)
h

Osserviamo che, al tendere, lungo la curva, del punto @ verso il punto P, cioe¢ al tendere di h a 0, la
secante P(Q) tende alla tangente in P alla curva stessa. Diamo, dunque, la definizione seguente:

me =

Definizione 4.1.1. Diremo derivata prima della funzione f(x) nel punto xg il limite, se esiste finito, del
rapporto incrementale di f relativo ad xy per h che tende a 0 e scriveremo

i £ @0+ 1) = flo)
h—0 h

= f'(wo)

In tal caso diremo che la funzione f e derivabile in zg.

Osservazione. Per indicare la derivata prima di una funzione f possiamo utilizzare anche i seguenti

simboli: (Df)(zo), (df (”“))z_xo.

dx
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Osservazione. Essendo la derivata un limite, anche per essa ha senso definire la derivata destra:

f(zo+h) = f(zo)

. _ /
hlﬂ%i h = faleo)
e la derivata sinistra: £( h) — f(x0)
. To + — J %o /
1 =
h0- h Fim)

Definizione 4.1.2. Diremo che una funzione f(z) & derivabile in un intervallo I se lo & in ogni punto
di I. Qualora f(x) fosse definita agli estremi di I, sara sufficiente che f(x) ammetta derivata destra
nell’estremo sinistro e derivata sinistra in quello destro.

Enunciamo ora e quindi dimostriamo un importante teorema sulle funzioni derivabili.
Teorema 4.1.1. Una funzione derivabile in xq € ivi continua.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che, in zq, il limite coincide con il valore della funzione, cio¢ che

lim f(z) = f(zo)

Tr—T0o

ovvero che

lim f(@o+h) = f(xo)

Infatti:

lim f(zo + h) = lim flao+ h})L — f(@o)

h—0

“h4 f(zo)| = f(xo)

poichd limy, o 2201 = f(z0)

h
fwo +h) — f(x0)
h

esiste finito essendo la funzione derivabile per ipotesi e quindi

-h=0 O

limyp o

4.2 Calcolo e regole di derivazione

Esaminiamo ora alcuni esempi di calcolo di derivata, tutti di importanza fondamentale, facendo uso
anche del teorema appena dimostrato.

T h) — f(z k—k 0
0 ﬂo—i——)f(o) = lim —— = lim — =0 si puo osservare che la derivata cosi
h—0 h h—0 h
calcolata rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla funzione data in ogni suo punto; poicheé la tangente
alla funzione data &, in questo caso, la funzione stessa (retta parallela all’asse delle ascisse), il suo coefficiente angolare ¢,

ovviamente, nullo.

Esempio 4.2.1. f(z) =k limy_,

fl@o+h) = flxo) _ lim (o +h) — =0

Esempio 4.2.2. f(z) = =z limp_0 = lim — = 1 si pud osservare che la

derivata cosi calcolata rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla funzione data in ogni suo punto; poiche
la tangente alla funzione data &, in questo caso, la funzione stessa (bisettrice del primo e terzo quadrante), il suo coefficiente
angolare &, ovviamente, unitario.

o f(zo + h) — f(z0) (zo + h)2 - LE% im 2hxzq + h?

Esempio 4.2.3. f(z) = 22 limj,_, = }}iino - = }};0 5 = ALO o

2xp si puo osservare che la derivata cosi calcolata rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla funzione
data in ogni suo punto; rispetto agli esempi precedenti, si nota che esso varia al variare dell’ascissa del punto considerato.

(2 h
o P2zo+h)

Osservazione. Dall’esempio sopra svolto e dall’Algebra segue che con f(z) = 2™ per n € N risulta
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Osservazione. Si puo dimostrare addirittura che con f(x) = z® per a € R risulta

i (Bt M) —af e
h—0 h 0
h) — zo+h _ L0 xzg h _ L0 xo(oh _ 1
Esempio 4.2.4. f(z) =e* limp_y0 F@o +h) = f(z0) = lim & e im & "% lim w =
h—0 h h—0 h h—0

e®0  si pud osservare che la derivata cosi calcolata rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla funzione
data in ogni suo punto; rispetto agli esempi precedenti, si nota che esso varia al variare dell’ascissa del punto considerato.

Osservazione. Dall’esempio precedente e da un limite gia calcolato, segue che con f(z) = a* (a > 0,a # 1)

risulta
azo +h _ am()

lm ——— = CLIO . lna
h—0 h
zo+ h ( h
In( —— In{14 —
h) — 1 h) —1
Esempio 4.2.5. f(z) =lnz limp_,o f(zo +h) = f(z0) = lim n(@o +h) —Inzo = lim 0 = lim o
h h—0 h h—0 h h—0 h
h
In (1 + 7) 1 1
lim — %0/ .~ — ~ puo osservare che la derivata cosi calcolata rappresenta il coefficiente angolare della retta

h—0 h xo o

xo
tangente alla funzione data in ogni suo punto; rispetto agli esempi precedenti, si nota che esso varia al variare dell’ascissa
del punto considerato.

Osservazione. Dal precedente esempio e da un limite calcolato, segue che con f(x) =log, z (a > 0,a # 1)

risulta
im log, (xo + h) — log, zg 1

li =—-log, e
h—0 h Zo Ba
x h) — f(z sin(z h) —sinx
Esempio 4.2.6. f(z) =sinz limp_,o Fl@o + ]1 f(@o) = }}imo (@0 +h) 0 =
iy
X sinxg - cos h + cosxg - sin h — sin xg . sinzg(cosh — 1) + coszg - sinh
= limy_,o = lim =
h h—0 h
. . cosh —1 sin h R R N . .
= limy_,o | sinzg — + cos xg = cosxzo sipud osservare che la derivata cosi calcolata rappresenta il coefficiente

angolare della retta tangente alla funzione data in ogni suo punto; rispetto agli esempi precedenti, si nota che esso varia al
variare dell’ascissa del punto considerato.
f(@o + h) — f(20)

Esempio 4.2.7. f(z) = cosz limp_,0——""—"—= = }}imo
=

del tutto analoga al caso precedente); si pud osservare che la derivata cosi calcolata rappresenta il coefficiente angolare
della retta tangente alla funzione data in ogni suo punto; rispetto agli esempi precedenti, si nota che esso varia al variare
dell’ascissa del punto considerato.

cos(xg + h) — coszg

= —sinzg (la dimostrazione &

Teorema 4.2.1 (Linearita dell’operatore di derivazione). Date le funzioni reali di variabile reale fi(x)
e fo(x) derivabili in un punto xqy e le costanti reali a; e ag si ha

(a1 fi +az- f2) (zo) = a1 - fi(wo) + az - f3(z0)

Dimostrazione. La dimostrazione discende immediatamente dalla definizione di derivata e dalla linearita
dell’operatore di limite. O

Esempio 4.2.8. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = 3sinx + 5z%; si ha
y =3-cosx+5- 4z = 3cosz + 2023

i -1

4
Esempio 4.2.9. Calcolare la derivata della funzione di equazione y =2z — — =2-23 —4 .27 "; si ha
T
1 1 1 2 2 4
f=2. 237 14 (-7t =2. 2075 44072 = ——— 4+ —
Yy 3 (-1 3 Py T >
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Teorema 4.2.2 (Derivata di un prodotto). Date le funzioni reali di variabile reale f1(x) e fo(x) derivabili
m un punto g st ha

(f1- f2) (o) = fi(x0) - f2(w0) + fi(x0) - f2(20)

Dimostrazione. Applicando la definizione di derivata alla funzione prodotto otteniamo

fi(wo +h) - fa(wo + h) — fi(x0) - fa(20)
h

) — 1
(f1- f2)'(wo) = lim
aggiungendo e togliendo a numeratore la quantita fi(zg) - fa(xo + h), si ha

lim filzo+h) - folzo+h) — fi(zo) - fa(zo + h) + fi(zo) - fo(zo + h) — fi(xo) - fa(z0) _
h—0 h

~ im fa(xo +h) - (fi(zo + h) — fi(zo)) + fi(zo) - (fo(zo + h) — fa(z0)) _
h—0 h

fi(zo +h) — fi(zo)
h

fa(@o +h) = fa(wo)
h

Z}Ligb fa(zo + h) - + fi(=o) =

= fi(xo) - fa(zo) + fi(zo) - fa(z0)

Esempio 4.2.10. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = (2z — 5) - €*; si ha

y =2-€*+(2x —5)-e* = (2x — 3)e”

Teorema 4.2.3 (Derivata di un quoziente). Date le funzioni reali di variabile reale f1(x) e fo(x) derivabili
m un punto xrg st ha

<f1>/ (o) = fi(@o) - f2(xo) — fi(wo) - f3(w0)
f2 (fa(0))?

Dimostrazione. Applicando la definizione di derivata alla funzione quoziente otteniamo

/ filzo+h)  fi(zo)
(fl) (w0) = lim fa(wo +h)  fa(xo)

f2 h—0

h
aggiungendo e togliendo a numeratore la quantita fi(zg) - fa(zo), si ha

Ji(zo +h) - fa(x0) = fi(wo) - f2(zo + h)

ik B (fa(wo + ) - fa(x0)) -
= lim fi(zo £+ h) - fo(@o) — fi(zo) - f2(xo) + fr(wo) - fa(@0) — f1(20) - fal@o +h)
h—0 h(f2(xo + h) - fa(x0))
i £2050) (o 1) ~ i) ~ o) ol + ) ~ fafen)) _
h—0 h (fa(wo + h) - fa(z0))
a1y SEEBZRE) gy R0t B o)
= limp—o =

fa(xo+ h) - fa(zo

)
_ Jilzo) - fa(@o) — fi(wo) - f5(x0)
(f2(0))?
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3z —1
Esempio 4.2.11. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = d ; si ha
y/73-(5—m)—(3z—1)-(—1)715—3%—4-32—17 14

(65— =) (5—m)? (65— =)

Esempio 4.2.12. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = tanx = S ; si ha
cosx

y/:cosx~cosz—sinm-(—sinx) :0052m+sin2m: 1 14 tan2e

(cosx)? (cosx)? cos?z

Teorema 4.2.4 (Derivata di una funzione di funzione). Date le funzioni reali di variabile reale f(z) e
g(z) derivabili rispettivamente in xg e f(xg) e nell’ipotesi che esista go f si ha

(9o f) (z0) = ¢'(f(20)) - f'(x0)

Omettiamo la dimostrazione; chiariamo, invece, con una serie di esempi I’applicazione della regola
enunciata.
Esempio 4.2.13. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = (x2 + 1)3; si ha
y' =3- (2 +1)° 2z =6z (« +1)°
Esempio 4.2.14. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = In(3z — 5); si ha

, 1 3
= .3 =
3x—5 3z —5

Y

Esempio 4.2.15. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = ezz; si ha
y = e (2z) = 2ze®”

Esempio 4.2.16. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = sin® z = (sin x)3; si ha

2

y' =3 (sinz)? - cosz = 3sin® zcosx

Esempio 4.2.17. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = v/1 + In? z; si ha

Y = 1 (thm l)_ 2lnz _ Inz
2v/1+1Inz z 21\/1+1n2x x\/1+ln2x

Esempio 4.2.18. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = In |z|; si ha

Inz sex >0

y =
In(—z) sexz<0

e, quindi
— sex >0
y =
1
— - (-1)=—- sexz <0
—x
da cui 1
y/:77 Vm;éo
T

il che equivale ad affermare che la derivata del logaritmo del modulo di  puo essere calcolata come se il modulo non ci
fosse!
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Osservazione. Data la funzione reale di variabile reale f(z) con f(x) # 0 risulta che

Inf(z) se f(x)>0
y=1n| () <
In(—f(z)) se f(z) <0

e, quindi
L
/_< oy @) s f@) >0
1 , 1
i CT@) =50 s f@) <0
da cui ,
=50 i) £0

il che equivale ad affermare che la derivata del logaritmo del modulo di f(x) puo essere calcolata come
se il modulo non ci fosse!

Esempio 4.2.19. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = In |:I:2 — 3z + 2|; si ha
, 2z — 3
Y= "5 2. 15
4 —3x 42

Osservazione. Date le funzioni reali di variabile reale f(z) e g(x) con f(x) > 0 risulta che
y = [f(2)]/®) = @I _ @) nlf(@)]

quindi e

' @@ () ()] + g(a) - L)
y (@ i) + o) 20

cioe, in definitiva:

"= [£(2))"@ (¢ (z) In[f(z x ()
v =@ (o mlfa)] + o072

Esempio 4.2.20. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = % = e*'I"%; gj ha
. ) 1
Y =e*P? (1. Inz+z-=-)=2"nz+1)
x
Teorema 4.2.5 (Derivata della funzione inversa). Data la funzione reale di variabile reale f=% inversa
della funzione reale di variabile reale f si ha

essendo yo = f(z0) e f'(yo) # 0.

Omettiamo la dimostrazione; chiariamo, invece, con alcuni esempi I’applicazione della regola enun-
ciata.

Esempio 4.2.21. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = arcsin x; &, evidentemente, x = sin y; si ha

, 1 1 1

©cosy V1 —sin?y C VI—a?

avendo tenuto conto che, nell’intervallo di invertibilitd della funzione sinusoidale, cosy = /1 — sin? y con segno positivo.
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Esempio 4.2.22. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = arctan z; &, evidentemente, x = tany; si ha

;L 1 . 1
T 1+tan?y 1422

Y
avendo utilizzato la seconda forma della derivata della funzione tangente.

Esempio 4.2.23. Calcolare la derivata della funzione di equazione y = In z; &, evidentemente, x = e¥; si ha
1 1
/

Yy =— =
ey T

avendo ritrovata la derivata della funzione logaritmica gia calcolata per via diretta.

A conclusione di questa sezione, forniamo la seguente tabella riassuntiva.

funzione derivata
k 0
¥ az®1
sinx cosT
cosT —sinz
tan x 72:1+tan2:1:
cos? x
1 2
cotx ———5— = —(1+cot*x)
sin” x
e’ er
a® a*Ina
1
Inx —
T
1
log, = —log, e
T
. 1
arcsin x e
V1— 22
1
arccos _—
Vv1—z2
¢ 1
rctan
arctan x 52
¢ 1
arccot x
1+ 22
af(x)+ Bg(x)  af'(x)+ By ()
f(@)g(x) f(@)g(z) + f(z)g'(2)
f(x) f'(@)g(z) — f(z)g'(2)
g9(z) g% ()
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Completiamo con la definizione di derivata n-esima.

Definizione 4.2.1. Diremo derivata n-esima o derivata di ordine n di una funzione reale di variabile
reale in z( la derivata della derivata (n-1)-esima e scriveremo

f(n) (z0) = (f(n—l))l (z0), n € N*

Osservazione. Per indicare la derivata n-esima di una funzione f possiamo utilizzare anche i seguenti

: . d"f(x : . . . .

simboli: (D™ f)(xo), (cl(") . Inoltre osserviamo che la prima scrittura necessita della parentesi
€L T=X0

tonda se I'ordine della derivata ¢ espresso in cifre arabe mentre puo essere omessa se ¢ espresso in numero

romano.

Esempio 4.2.24. Calcolare la derivata seconda della funzione di equazione y = e3%; si ha
y/ — 3839:

e quindi
y// — y(2) _ 9632

Esempio 4.2.25. Calcolare la derivata n-esima della funzione di equazione y = In(1 + z); si ha

gL
14z
y'=y® = —ﬁ
v =y = (151)3
SV =y = _%
v =y = %

e quindi
(n) — 1 n+1 (nf 1)'
Yy (=1) R

Esempio 4.2.26. Calcolare la derivata n-esima della funzione di equazione y = sinz; si ha

y =cosz
— y(2) = —sinx
vy =y® = —cosz
ylv :y(4) =sinz

e quindi
(=)ksinz  sen =2k
y(™) =
(=1)kcosz sen=2k+1

4.3 Regola di De L’Hospital

Enunciamo ora, senza dimostrarlo, un importante teorema da cui discende una regola pratica che permette
di risolvere alcune forme indeterminate del tipo

oppure

213
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Teorema 4.3.1. Date le funzioni f(x) e g(xz) entrambe infinitesime (o entrambe infinite) per x — ¢, se

esiste il ,
lim fl(z)
Tr—c g (m)
allora risulta
. flz . [
lim = lim
z—c g(x T—C g'(x)

Esempio 4.3.1. Calcolare lim x
z—~+o0 T

. . . . +00 A .
Osserviamo che si tratta della forma indeterminata T e applichiamo la regola appena enunciata
0

. T H
lim — =
rz—+oo ¥ z—+oo ¥

avendo segnalato 1'uso della regola di De L’Hospital in modo opportuno.

1
Esempio 4.3.2. Calcolare lim oL
r—+oo X

. . . . +00 - .
Osserviamo che si tratta della forma indeterminata = e applichiamo la regola appena enunciata
0
Inz g

lim — = lim
r—+oo I r—r+00

=0

= g =

avendo segnalato 1'uso della regola di De L’Hospital in modo opportuno.

el‘

Esempio 4.3.3. Calcolare lim -
r—+oo ¢ — bx

. . . . +00 A .
Osserviamo che si tratta della forma indeterminata T e applichiamo la regola appena enunciata
0

(&

I—Eir-loo 2 — 5z w—l>r-&r-l<>o 2 — 5 ﬂc—y-ir-loo 2 oo

avendo segnalato 1'uso della regola di De L’Hospital in modo opportuno.

Osservazione. L’ultimo esempio, generalizzato a rapporti fra polinomi di grado qualunque e funzioni
esponenziali o funzioni logaritmiche, iterando ’applicazione della regola tante volte quante necessarie per
eliminare 'indeterminazione, dimostra cio che gia era stato anticipato sull’ordine di infinito delle funzioni
polinomiali, esponenziali e logaritmiche.

Ricordiamo la notazione usata: per £ — 400

log, v << 2% << a”

con a reale maggiore di 1 e per ogni a reale positivo.

Esempio 4.3.4. Calcolare lim w
z—0 X

0
Osserviamo che si tratta della forma indeterminata 0 e applichiamo la regola appena enunciata

. sinzx—x g, cosx—1pg . —sinx 1
lim ——— = lim ———— = lim =
z—0 x3 z—0  3x2 z—0 6x 6

avendo segnalato 1'uso della regola di De L’Hospital in modo opportuno.
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Esempio 4.3.5. Calcolare lim zlnz
z—0t

Osserviamo che si tratta della forma indeterminata 0 - (—oo) che riconduciamo alla forma indeterminata

—0Q . . . .
T prima di applicare la regola appena enunciata
00

1
! ht
lim zlnz = lim —o 2 lim % — lim (—z) =0
z—0t+ z—0t l x—0t _i z—0+
x x?

avendo segnalato 1'uso della regola di De L’Hospital in modo opportuno.

. . x+sinz
Osservazione. Calcolare lim ——
T—00 €T
Osserviamo che si tratta della forma indeterminata — ma non & possibile applicare la regola appena
00
enunciata in quanto

. 1l4cosz .
lim ———— non esiste,
Z—00 1

mentre il limite iniziale € calcolabile banalmente e vale 1.

4.4 Continuita e derivabilita

Ci proponiamo ora di esaminare nel dettaglio il legame tra i concetti di continuita e derivabilita di una
funzione reale di variabile reale. Abbiamo gia provato il teorema che afferma che una funzione derivabile
in un punto e, ivi, anche continua.

Il teorema non ¢ invertibile! Una funzione puo essere continua in z( senza essere ivi derivabile. Ne &
un classico controesempio la funzione f(x) = |z| che risulta banalmente continua su tutto 'asse reale e
quindi anche in 0; invece la sua derivata in 0 non esiste, essendo

—x sex <0
f(fv)<
r sex>0

e, quindi
-1 sex <0
f(z) = <
1 sex>0
da cui
lim f'(x) = -1
x—0—
li ! =1
Ao F@)

Non puo infatti esistere finito il limite del rapporto incrementale, cioe la derivata, se limite destro e sinistro
sono diversi! In questo caso parleremo di punto angoloso, cioé di un punto del grafico della funzione nel
quale le tangenti da destra e da sinistra sono diverse (e, quindi, non esiste un’unica tangente).

Dal teorema appena dimostrato (la derivabilita implica la continuita), discende che se una fun-
zione non e continua in un punto allora non & neppure ivi derivabile. Dall’osservazione si deduce anche
che una funzione puo essere continua in un punto senza essere ivi derivabile. Analizziamo ora in dettaglio
le situazioni di continuita senza derivabilita che si possono presentare nello studio del grafico di una
funzione.
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Definizione 4.4.1. Data una funzione reale di variabile reale f(z) continua in un punto z( di accumu-
lazione per il suo dominio, diremo che essa ammette in xzg un punto angoloso se esistono finite ma diverse
le derivate destra e sinistra in xq, ossia

f(zo+h) = f(xo)

g LI )
hlif(r)li f(l'o + h]i - f(il,'o) _ fl,(x()) cR

con
fjr(xo) # (o)
cioe, dal punto di vista geometrico, il grafico della funzione ha in zy due diverse tangenti oblique.

Esempio 4.4.1. Discutere gli eventuali punti di non derivabilitad della funzione f(z) = |Inz|.
La funzione f(x) = |Inz| risulta banalmente continua su tutto il suo dominio e quindi anche in 1; invece la sua derivata in
1 non esiste, essendo

—lnz sel<z<l1

f(z) =
Inz sex>1
e, quindi
1
—— sel<zx<l1
T
f(z) =
1
— sex>1
T
da cui
lim f'(z) = -1
r—1—
lim f'(x)=1
z~>1+f( )

pertanto si tratta di un punto angoloso con tangenti, rispettivamente al ramo sinistro e destro del grafico, aventi equazioni

t1:y=—x+1

tory=ax—1

y=—-x+1

Definizione 4.4.2. Data una funzione reale di variabile reale f(z) continua in un punto zg di accumu-
lazione per il suo dominio, diremo che essa ammette in xg una cuspide se
f(@o +h) — f(z0)

lim = +00
h—0+ h
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f(xo +h) — f(x0)

li -
hgg— h o
oppure
lim flwo+h) = flzo) _ o
h—0t h
lim f(zo+h) = flzo) _ too
h—0— h

cioe, dal punto di vista geometrico, il grafico della funzione ha in zy una doppia tangente verticale.

Esempio 4.4.2. Discutere gli eventuali punti di non derivabilita della funzione f(x) = /|z|.

La funzione f(x) = /|z| risulta banalmente continua su tutto 1'asse reale e quindi anche in 0; invece la sua derivata in 0
non esiste, essendo

V= sex <0
fl@) =
vz sex >0
e, quindi
! <0
——— sex
2y/—x
f'(=) =
NG sex >0
da cui
lim f'(z) = —oo
z—0—
lim f/'(z) = +o0
z—07+

pertanto si tratta di una cuspide con doppia tangente verticale di equazione

t:x=0

vy =Vl

Definizione 4.4.3. Data una funzione reale di variabile reale f(z) continua in un punto z( di accumu-
lazione per il suo dominio, diremo che essa ammette in xg un flesso a tangente verticale se

f(zo +h) = f(zo)

li =
e h oo
lim f(zo+h) = flzo) _ too
h—0— h
oppure
lim f(zo+h) = flzo) _ oo
h—0+ h
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lim f(xo +h) — f(x0) -
h—0— h

cioe, dal punto di vista geometrico, il grafico della funzione ha in zy un’unica tangente verticale.

Esempio 4.4.3. Discutere gli eventuali punti di non derivabilitd della funzione f(z) = /=.
La funzione f(z) = /z risulta banalmente continua su tutto l’asse reale e quindi anche in 0; invece la sua derivata in 0 non
esiste, essendo

, 1
T) = —5— Vo #0
TO=3v= "7
da cui
lim f/(z) = 400
rz—0—

lim f'(z) = 400
z—0t

pertanto si tratta di un punto di flesso (che, in questo caso, viene anche detto flesso ascendente) a tangente verticale di
equazione
t:x=0

4.5 Teoremi del calcolo differenziale

Enunciamo ora e dimostriamo alcuni teoremi sulle funzioni derivabili.

Teorema 4.5.1 (di Rolle). Data una funzione reale di variabile reale f(z) continua in [a,b], derivabile
in la,b] con f(a) = f(b) allora esiste almeno un punto c €]a,b| tale che f'(c) = 0.

Dimostrazione. Se la funzione & costante allora la sua derivata € sempre nulla, come precedentemente
dimostrato, ed il teorema risulta banalmente verificato.

Supponiamo, quindi, che la funzione non sia costante; per il Teorema di Weierstrass essa ammette minimo
e massimo assoluti in [a, b]: almeno uno dei due deve essere assunto in ]a, b[ (altrimenti la funzione sarebbe
costante!), supponiamo, per esempio, che sia il massimo, cioe M = f(xp) essendo M il valor massimo
della funzione e z¢ in ]a, b[. Pertanto si ha:

flxo+h) < flzo) (1)
flxo—h) < flzo)  (2)

essendo h un incremento positivo della variabile indipendente tale che risulti zg £ h € [a, b]; dividiamo le
disuguaglianze (1) e (2) rispettivamente per h e —h:

fwo +h) — f(xo)

<o )
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f(-rO B }i)h_ f(.’l?o) >0 (2)

passiamo ora al limite per h che tende a 0:

h—0t —h

poiche, per ipotesi, la funzione & derivabile in ]a, b[, quindi anche in xq, deve essere
fi(zo) = fL(xo) =0
ed x¢ € il punto c¢ che cercavamo. O

Dal punto di vista geometrico, osserviamo che il grafico della funzione ha, nel punto di ascissa c,
tangente orizzontale, ossia parallela alla retta passante per gli estremi.
DISEGNO

Teorema 4.5.2 (di Cauchy). Date due funzioni reali di variabile reale f(x) e g(z), continue in [a,b],
7 1) - fla)
g'(c)  g(b) —gla)
Dimostrazione. Osserviamo che I'ipotesi ¢'(x) # 0 garantisce che il denominatore g(b) —g(a) sia anch’esso
diverso da zero (se, infatti, fosse g(b) = g(a), per il Teorema di Rolle si avrebbe ¢'(c) = 0 per un qualche
¢ €]a, b]. Consideriamo la funzione

h(z) = [f(b) = f(a)] - g(x) = [g(b) — g(a)] - f(x)

e verifichiamo per essa le ipotesi del Teorema di Rolle: h(z) ¢, banalmente, continua in [a, b] e derivabile
in |a, b[; inoltre

derivabili in ]a,b[ con ¢'(x) # 0 allora esiste almeno un punto c €]a,b] tale che

h(b) = = f(a) - g(b) + g(a) - f(b) = h(a)

pertanto esiste almeno un punto c¢ in Ja, b[ tale che h'(c) = 0 cioe

da cui

e quindi

O
Teorema 4.5.3 (di Lagrange o del valor medio). Data una funzione reale di variabile reale f(x) continua
b) —
in [a,b], derivabile in |a,b] allora esiste almeno un punto c €]a, b tale che f'(c) = W.
Dimostrazione. Si tratta del Teorema di Cauchy con g(x) = x. O

Dal punto di vista geometrico, osserviamo che il grafico della funzione ha, nel punto di ascissa c,
tangente parallela alla retta passante per gli estremi. Osserviamo anche che il Teorema di Rolle & un caso
particolare del Teorema di Lagrange.

DISEGNO

Vediamo ora due importanti conseguenze del Teorema di Lagrange che saranno particolarmente utili
nello studio di funzione.
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Teorema 4.5.4 (prima conseguenza). Data una funzione reale di variabile reale f(x) continua in [a,b],
derivabile in |a,b[ con f'(x) =0, Vx €la,b] allora f(x) =k, Yz € [a,b] conk costante reale.

Dimostrazione. Presi x1, x5 tali che a < z; < z2 < b, applichiamo il Teorema di Lagrange all’intervallo

[21, 22]:
f/(c) _ f(zQ) - f(l'l) -0
To — X1
essendo ¢ opportuno in |zy, z3[; da cui

f(z2) = f(z1)

e la funzione risulta quindi costante in [z1, 2:3]. Data Parbitrarieta di z1, 24 si ha la tesi. O

Teorema 4.5.5 (seconda conseguenza). Data una funzione reale di variabile reale f(x) continua in [a,b],
derivabile in |a,b] con f'(x) >0, Yz €la,b] allora f(x) é crescente Vx € [x1,x2]. Data Varbitrarietd di
T1,To i ha la tesi.

Dimostrazione. Presi x1, xs tali che a < z1 < z9 < b, applichiamo il Teorema di Lagrange all’intervallo

[x1, x2]:
f/(C) _ f(‘rQ) - f(xl) >0
To — X1
essendo ¢ opportuno in |zq, z3[; da cui

f(x2) > f(z1)

e la funzione risulta quindi crescente in [a, b]. O
Del tutto analogo e il caso in cui la derivata € negativa e la funzione decrescente.

Esempio 4.5.1. Data la funzione di equazione y = +/|z| siano, rispettivamente, O, A, B, C i punti del suo grafico di
ascisse 0, 1, -1, 4. Trovare ’equazione delle tangenti al grafico nei punti dati, dire se & applicabile il Teorema di Rolle in
[-1,1], Lagrange in [0, 4] e in caso affermativo determinare gli eventuali punti ¢ relativi.

Calcoliamo le coordinate dei punti dati: O(0,0), A(1,1), B(—1,1), C(4,2); inoltre calcoliamo anche la derivata prima
della funzione in quanto essa rappresenta il coefficiente angolare della retta tangente alla curva nel punto considerato.

1
_2x/—x

sex <0

f(x) = )
—— sex >0
2V
considerando dapprima il punto O, si ha:

lim f'(z) = —o0
z—0"

lim f/'(z) = +o0
z—07T

pertanto O(0,0) & una cuspide con doppia tangente verticale di equazione

to:x=0
Considerando il punto A, si ha:
1
!

1) ==
HOEE

1

I’equazione della retta tangente alla curvain A ey —1= i(z — 1) cioe

1 1
oppure & del tipo y = 5:(: + ¢ ed imponendo il passaggio per A si ottiene q = 5 da cui, nuovamente

' 1 Jr1
Yy =-—x+ =
ATY=35 5
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Considerando il punto B, si ha:

1
!
1) =—=
fn=—3
1
I’equazione della retta tangente alla curvain Bey — 1= fi(x + 1) cioe

' 1 n 1
ry=——x+ —
B:Y 2 2
R . 1 . . . N 1 .
oppure ¢ del tipo y = fix + ¢ ed imponendo il passaggio per B si ottiene ¢ = 3 da cui, nuovamente

' 1 +1
ry=——xr+ —
B Y B 2

Considerando il punto C, si ha:

F@=g

1
I’equazione della retta tangente alla curvain C ¢y — 2 = 1(1’ —4) cioe

1
tc:y:Zerl

1
oppure & del tipo y = Za} + ¢ ed imponendo il passaggio per C' si ottiene ¢ = 1 da cui, nuovamente

1
tc:y:Zerl

Non ¢ applicabile il Teorema di Rolle in [—1, 1] percheé la funzione non & derivabile in O; & applicabile, invece, il teorema

1
di Lagrange in [0,4] e il punto del grafico in cui la tangente & parallela alla retta passante per gli estremi O e C (y = 5(13)

& proprio il punto A, come evidente dai calcoli precedenti; d’altra parte & ricavabile ponendo

f(4) - f(0)

o ==

da cuic=1.

4.5.1 Esercizi riassuntivi proposti

Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni reali di variabile reale:
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14)

15)

16)

f(x) = 2o+ 1)
f(z) =23 +22% -3

f(x) = (x — 3)(2® + 3z + 2)

2
f(x):xfil
3 _
o=
.’,U2 T
fo) = +22x +4
f(z) = Va?
1
f(x):\éyg*%
fla) = 22V

f(z)=3+z+sinz

f(z) =5sinxcosz

f(z) =sin®

1+ cosx

flz) =

cos ¥

sinx
f(x) T 1+ tan?x

9 1
f(z) = tan*x —

cos ¥

f(x)=23Inx

[f'(z) = 4(22 +1)]

[/(x) = 3a® + 4a]

/() = 322~ 7]
@) = Gryy)
F6) = s
IO
@) = 522]

F(a) = o
(@) = o |

[f'(z) =1+ cosz]
[f'(z) = 5 cos 2x]
[f'(x) = sin2z |

sinx

[f'(x) = }

cos?2 x

[f'(z) = cosz(3 cos® x — 2)]

sinx(2 — cos x)

[f'(x) = ]

cos> x

[f'(x) = 2*(Ina® + 1)]
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17) (@)= Jilz
1
18) f=)= rlnz
19)  f(z) = (@® 4+ 1)e”
20)  f(x) = (sinx + cosx)e”
et —e %
21) f(x) = pr—
22)  f(z) = (z* 4+ 1) arctanz
23)  f(z) = (1 —2?)arcsinz
24) f(x) = arctan §
25) f(z) = arcsin 1
26) f(xz) =arcsine™*
27)  f(z) = arctanz + arctan%
28)  f(z)=aV*®
29)  f(x) = (cosz)¥™*
30)  f(z) = os
31)  fla)=I(VTFe 1)~ In(yTFe +1)
32) f(z) = lncosarctan . _2 -
33) flz)= Va2 — 22 + aarcsin%
Problemi:

/(@) = Y2 vz + 1)
) =~

[f' (@) = (z + 1)%]
[f(z) = 2e* cos x]

4
(e + e7%)2

[f'(x) = ]

[f'(z) = 2z arctanx + 1]

[f(x) = V1 — 22 — 2z arcsin x]

, _ 2
[f (55) = m ]
()= ————]
o zVa? =1
(@) = =]
[f'(x) = 0]

U%mzxﬁkéo+;mm)

[f'(z) = (cosx)*™(cos x Insinz — sinz tan z)]

[f'(z) = 0]

(@) = ———]
VTt e

@) = -5

() = Z"]mna>o

1. Trovare le equazioni delle rette tangenti alla parabola di equazione y = 22 — 2z + 3 nei suoi punti
di ordinata 6.

[y = —4x + 2; y = 4z — 6]
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2

2. Trovare le equazioni delle rette tangenti alla curva di equazione y = ——=— nei punti in cui essa
x

interseca ’asse x e le equazioni delle rette tangenti parallele all’asse x.

20 — 3y — 23 =0; 22 — 3y + 2V3 = 0; y = +2]

3. Trovare le equazioni delle rette tangenti alla funzione omografica di equazione y = parallele

alle rette di equazione bx + 8y = 0; br + 2y =0
bx+8y+9=0;50+8y—71=0; 5z +2y+1=0;,52 4+ 2y — 39 = 0]

Discutere continuita e derivabilita delle seguenti funzioni reali di variabile reale:

1) f(z)=]2%-9] [continua Vz € R; (—3,0) punto angoloso con tangenti y = 6x+ 18
ey = —6z — 18, (3,0) punto angoloso con tangenti y = —6z + 18
ey=6x—18]

2) f(z) =+/|x + 2| [continua Vo € R; (—2,0) cuspide con tangente verticale x = —2]

3) flx)=v1-=z [continua Yz € R;(1,0) flesso a tangente verticale z =1 |

1—2? . T
4) flx) = [continua Vo € R — {1,4};derivabile in Vz € R — {1, 4}]

sinz, z <0
5) f(z) = [continua Va € R; (0,0) punto angoloso con tangentiy = z e x = 0]

Ve, >0

Facendo uso della regola di De L’Hospital, provare che:

™

1. lim(1+z)= =e

x—0
. 1
2. lim zer = 400
rz—0t
sinx —x 1
3. lim ———— = —=
x—0 LI,‘S 6
T
4. lim — =400, n€N

z—+oo "
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Capitolo 5

Studio del grafico di una funzione
reale

Tutti gli strumenti fin qui forniti vengono utilizzati per lo studio di una funzione reale di variabile reale,
nel quale essi trovano la loro pit completa applicazione. Diamo di seguito uno schema generale che
permette di ottenere le informazioni necessarie per la costruzione del grafico.

5.1 Campo di esistenza

Le abilita acquisite nei primi tre anni di Scuola Secondaria di IT grado riguardo le proprieta delle funzioni
algebriche e trascendenti, ci consentono ora di esplicitare le condizioni necessarie affinche una funzione
reale di variabile reale possa esistere. Si tratta, in generale, di risolvere un sistema di disequazioni del
tipo:

ogni denominatore deve essere diverso da zero

ogni radicando con indice di radice pari deve essere maggiore o uguale a zero

ogni argomento di logaritmo deve essere maggiore di zero

ogni argomento di arcoseno o arcocoseno deve essere compreso fra -1 e 1, estremi inclusi

CE.:

Esempio 5.1.1. Studiare il campo di esistenza della funzione
y=f(z)=2a-30+2
Trattandosi di una funzione razionale intera si ha
CE.:VzxeR

Esempio 5.1.2. Studiare il campo di esistenza della funzione

2
T

Trattandosi di una funzione razionale fratta si ha
CE.:Vx#1

Esempio 5.1.3. Studiare il campo di esistenza della funzione

y=f(2) = /o> o2
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Trattandosi di una funzione irrazionale con radicando intero e indice di radice dispari si ha
CE.:VzeR
Esempio 5.1.4. Studiare il campo di esistenza della funzione
y=fla)=(a® —4)e™"
Trattandosi del prodotto tra una funzione razionale intera e una esponenziale si ha
CE.:VzxeR
Esempio 5.1.5. Studiare il campo di esistenza della funzione
y=f(z)=In|l —2?|
Trattandosi di una funzione logaritmica si ha
CE.:Vx#=+1
Esempio 5.1.6. Studiare il campo di esistenza della funzione
y = f(z) = 2sinx + cos 2z
Trattandosi di una funzione goniometrica intera si ha
CE.:VzxeR
Esempio 5.1.7. Studiare il campo di esistenza della funzione

. 1—2?
y = f(x) = arcsin o2

Trattandosi di una funzione inversa di una goniometrica si ha

1— a2
1+22|—

ossia
2

_1§1—x <1
1+ 22
—l—ngl—x2§1—|—x2

{ 1—22>—-1—2°

1—12;1+z2
2>0
222 >0

C.E.:VzeR

da cui
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5.2 Simmetrie e periodicita

A questo punto va controllato se la funzione data gode di simmetrie elemetari e/o di periodicita mediante
I'utilizzo delle relative definizioni.
Ricordiamo la definizione di funzione pari, ossia con grafico simmetrico rispetto all’asse delle ordinate:

f(=z) = f(x), VeeC.E.
e di funzione dispari, ossia con grafico simmetrico rispetto all’origine:
f(=z)=—f(z), VxeCUE.

Naturalmente, qualora il C.E. della funzione non sia un insieme simmetrico rispetto allo 0, non ha alcun
senso controllare se la funzione & pari o dispari. In questa sede non consideriamo simmetrie diverse da
quelle elemenatri viste sopra perche di trattazione meno immediata.

Ricordiamo la definizione di funzione periodica di periodo T:

flx+kT)= f(z), VeeCE., Vkelk

Qualora la funzione risulti periodica & sufficiente studiarla e disegnarne il grafico all’interno di un periodo
opportunamente scelto.

Esempio 5.2.1. Studiare le eventuali simmetrie e/o periodicita della funzione
y=f(z) =23z +2

Essendo f(—z) = —22 + 3z + 2 diverso sia da f(z) che da —f(x), la funzione non & né pari n¢ dispari;
non puo, evidentemente, essere periodica.

Esempio 5.2.2. Studiare le eventuali simmetrie e/o periodicita della funzione

Essendo f(—z) = —

puo, evidentemente, essere periodica.

diverso sia da f(z) che da —f(z), la funzione non & neé pari ne dispari; non
_ 1 ? i

Esempio 5.2.3. Studiare le eventuali simmetrie e/o periodicita della funzione

y=fa)= Vad 2

Essendo f(—z) = v/—23 — 22 diverso sia da f(z) che da —f(x), la funzione non & neé pari n¢ dispari; non
puo, evidentemente, essere periodica.

Esempio 5.2.4. Studiare le eventuali simmetrie e/o periodicita della funzione
y=flz)=(2* —4)e”"

Essendo f(—z) = (22 — 4)e® diverso sia da f(z) che da —f(z), la funzione non & né pari ne dispari; non
puo, evidentemente, essere periodica.

Esempio 5.2.5. Studiare le eventuali simmetrie e/o periodicita della funzione
y=f(z)=In|1 —x2’

Essendo f(—z) =1In ‘1 — ac2| = f(z), la funzione & pari; non pud, evidentemente, essere periodica.
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Esempio 5.2.6. Studiare le eventuali simmetrie e/o periodicita della funzione

y = f(x) = 2sinz + cos 2x
Essendo f(—xz) = —2sinz + cos 2z diverso sia da f(z) che da —f(x), la funzione non & né pari né dispari;
essendo f(x + 27) = 2sin(z + 2m) + cos 2(x + 27) = f(x), evidentemente, ¢ periodica di periodo T = 2.

Percio & sufficiente studiare la funzione e rappresentarne il grafico nel solo intervallo [0, 27].

Esempio 5.2.7. Studiare le eventuali simmetrie e/o periodicita della funzione

1 =22
= f(z) = arcsin
y = f(z) T
— 2
Essendo f(—x) = arcsin T3 22 = f(x), la funzione & pari; non puo, evidentemente, essere periodica.
x

5.3 Segno della funzione

Studiare il segno della funzione data significa ricavare dove risulta

e a tale scopo e sufficiente, per il principio di esclusione, risolvere, per esempio, la sola disequazione

f(z) >0

Vengono cosi determinati gli eventuali punti di intersezione del grafico della funzione data con I’asse delle
ascisse e le regioni del piano nelle quali esso deve trovarsi.

A questo livello & interessante cercare anche ’eventuale punto di intersezione del grafico della funzione
data con l'asse delle ordinate.

Esempio 5.3.1. Studiare il segno della funzione
y=f(z)=2a"-3z+2

Essendo f(x) = (z — 1)%(z + 2) (scomposizione effettuata tramite la regola di Ruffini) si deve risolvere la
disequazione
(=12 +2) >0

cioe, graficamente

da cui risulta
x> —2 (si annulla per z = —2,1)

Indichiamo con A(—2,0) e B(1,0) le intersezioni del grafico con lasse delle ascisse e con C(0,2)
I'intersezione con ’asse delle ordinate.
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Esempio 5.3.2. Studiare il segno della funzione

2
x
= xT) =
y=Ff@)=_——
Si deve risolvere la disequazione
2
x
>0
r—17"
cioe, graficamente
0 1 x

da cui risulta
x>1, =0 (siannulla per z =0 e non esiste per x = 1)

Indichiamo con O(0,0) l'intersezione del grafico con entrambi gli assi coordinati.

Esempio 5.3.3. Studiare il segno della funzione

Si deve risolvere la disequazione

cioe, graficamente

da cui risulta
x>1, =0 (siannullaperz=0,1)

Indichiamo con O(0,0) Pintersezione del grafico con entrambi gli assi coordinati e con A(1,0) l'ulteriore
intersezione del grafico con 'asse delle ascisse.

Esempio 5.3.4. Studiare il segno della funzione

Si deve risolvere la disequazione

cioe, graficamente

da cui risulta
x <=2, 2>2 (siannulla per x = +2)

Indichiamo con A(—2,0) e B(2,0) le intersezioni del grafico con 'asse delle ascisse e con C(0, —4)
Iintersezione con l’asse delle ordinate.
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Esempio 5.3.5. Studiare il segno della funzione
y=f(z) = ln|1 —x2’

Si deve risolvere la disequazione
In |1 — 172| >0

ossia
|1-2%>1

1—22<-1;:1—-22>1
x> 2; 22 <0
cioe, graficamente
V2 x

V2 1 0 1
D G R S S G

da cui risulta
< —V2,2>+v2, =0 (si annulla per z = /2,0 e non esiste per z = +1)

Indichiamo con A(—+/2,0) e B(v/2,0) le intersezioni del grafico con 'asse delle ascisse e con O(0,0)
I’intersezione con entrambi gli assi.

Esempio 5.3.6. Studiare il segno della funzione
y = f(z) = 2sinz + cos 2z

Si deve risolvere la disequazione
2sinx + cos2x > 0

ossia
2sinz + 1 — 2sin’ >0
da cui
2sin?z — 2sinx — 1 <0
ovvero
1—-—+v3 1
V3 sinz < L V3
2 2
cioe, graficamente
Y
A
B
A A
\ /.
T+« 3 =3 b —Q
\ 2
B/
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da cui risulta
0<z<m+a;2r—a<z <27 (siannulla per z =27 —a,7 + «)

V3-1

)

Indichiamo con A(m + a,0) e B(2m — «,0) le intersezioni del grafico con l'asse delle ascisse, con
C(0,1) Tintersezione con l'asse delle ordinate e con D(2m, 1) P'ulteriore punto calcolato nell’estremo
destro dell’intervallo di studio.

(' essendo « = arcsin

Esempio 5.3.7. Studiare il segno della funzione

o 1—2?
= f(z) = arcsin
y=f(x) T2
Si deve risolvere la disequazione
I —E >0
arcsin ———
1+a22~
ossia
1 —z?
1+22 ~
cioe, graficamente
-1 1 x

da cui risulta
—1<z<1 (siannullaperx==+1)

Indichiamo con A(—1,0) e B(1,0) le intersezioni del grafico con 'asse delle ascisse e con C (0, g)

I'intersezione con l’asse delle ordinate.

5.4 Limiti e asintoti

Vanno calcolati i limiti negli eventuali punti di discontinuita e, se necessario, sulla frontiera del C.E.. Si
possono presentare alcuni casi notevoli:

1. se risulta
lim f(z) = oo, ceR

Tr—cC

allora la funzione ha un asintoto verticale di equazione

AV.:z=c

2. se risulta
lim f(z) =k, keR
Tr—r 00

allora la funzione ha un asintoto orizzontale di equazione

AOr.:y=k
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3. se risulta
lim f(z) =00
T—>00
allora la funzione potrebbe avere un asintoto obliquo di equazione
AOb. :y=mzx+q

se

m = lim @, m € R*
r—oo I
€
q= lim [f(z) —ma], q€R

Tr—r00

A questo livello puo essere interessante cercare le eventuali intersezioni del grafico con gli asintoti
orizzontali e obliqui.

Esempio 5.4.1. Calcolare i limiti della funzione
y=f(z)=2"-30+2

Basta calcolare lim f(x) cioe
lim (x3 —3x+ 2) =+00

r—+oo

percio la funzione potrebbe avere asintoti obliqui; pertanto va calcolato il seguente

. 23 —3x+2
hm —_— = +OO
r—+oo x

da cui deduciamo che non vi & alcun asintoto obliquo (né di altro tipo!)

Esempio 5.4.2. Calcolare i limiti della funzione

Bisogna calcolare sia lim f(x) cioe
Tr—c

lim =400
z—1t x —1

da cui deduciamo che la funzione ha un asintoto verticale di equazione
AV.ix=1

ed anche lim f(z) cioe
T—r 00
22

lim E==c
z—too xr — 1

percio la funzione potrebbe avere asintoti obliqui di equazione y = mx + ¢; pertanto vanno calcolati i

seguenti

332

lim =1l=m
r—to0 X

. z?

da cui deduciamo che la funzione ha un asintoto obliquo di equazione

AOb.:y=x+1
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Esempio 5.4.3. Calcolare i limiti della funzione

y=flz)=Va?—2?
Basta calcolare lim f(x) cioe
T—>00

. 3
lim 3 — 12 = +o0
x—Foo

percio la funzione potrebbe avere asintoti obliqui di equazione y = mx + ¢; pertanto vanno calcolati i

seguenti
3/23 2
. s -
Iim —=1=m
r—+oo X

essendo Va3 — 22 ~ z; inoltre
r—+o0

(Va3 — 22 — 2)(3/(23 — 22)2 + 223 — 22 + 2?)

1
hm (3(E3—{E2—$):—§:q

2

essendo Va3 — x2—x = =
2

§/ (@3 — 222 + a1 — a2 + a2
-

32 da cui deduciamo che la funzione ha un asintoto obliquo di equazione
x

1
AOb.:y=o— =
y=x 3

Esempio 5.4.4. Calcolare i limiti della funzione

Basta calcolare lim f(x) cioe, distinguendo
Tr—r00

lim (2% —4)e™® = 400
T——00

§/(@% — 22)2 4+ w5/a5 — a2 + a2

percio la funzione potrebbe avere un asintoto obliquo di equazione y = mx + ¢; pertanto va calcolato il

seguente

. X
lm ———— = -
T——00 T

da cui si deduce che non c¢’¢ asintoto obliquo a —oo; ed inoltre

lim (sc2 —4)e”" = lim
r—400 r—4o0 e¥

da cui si deduce che la funzione ha un asintoto orizzontale a +oc di equazione

AOr.:y=0
Esempio 5.4.5. Calcolare i limiti della funzione
y=f(z)=In|l —332’
Bisogna calcolare sia lim f(x) cioe
Tr—cC
lim In |1 — J;2| = —00
r—1%

da cui deduciamo che la funzione ha un asintoto verticale di equazione

AV.:xz=1
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(e, vista la simmetria, anche un ansintoto verticale di equazione A.V.:z = —1)
ed anche lim f(x) cioe
T—>+00

lim ln|1 — x2| = 400
Tr—+o0
percio la funzione potrebbe avere un asintoto obliquo di equazione y = mx + ¢; pertanto va calcolato il
seguente
. In |1 — 1‘2’
lim ———

r—r+00 €T

=0
da cui si deduce che non c’¢ asintoto obliquo a +oco (e, vista la simmetria, neppure a —o0).
Esempio 5.4.6. Calcolare i limiti della funzione
y = f(x) = 2sinz + cos 2x
non risulta necessario in quanto la funzione & continua su tutto I'asse reale e periodica.

Esempio 5.4.7. Calcolare i limiti della funzione

1— a2

y = f(z) = arcsin 5.2

Basta calcolare lim f(z) cioe
Tr—r+00

. o1 =22 ™
lim arcsin — s ==
T—+00 1+ 2

da cui si deduce che la funzione ha un asintoto orizzontale di equazione
T
AOr.:y=——
Y=73

(vista la simmetria, sia a 400 che a —00).

5.5 Derivata prima e segno relativo

Va calcolata la derivata prima f’(x) della funzione data e di questa va studiato il segno; studiare il segno
della derivata prima significa ricavare dove risulta

f'(z) >0
f(x)=0
f(x) <0
e a tale scopo e sufficiente, per il principio di esclusione, risolvere, per esempio, la sola disequazione
fl@) =0

Vengono cosi determinati, come dimostrato nella seconda conseguenza del Teorema di Lagrange, gli
intervalli in cui la funzione & crescente (f’(z) > 0), decrescente (f’(z) < 0) e i punti a tangente orizzontale
(f'(x) = 0). Detta ¢ I'ascissa di uno di tali punti, quindi f’(¢) = 0, e supposto che la funzione data sia
continua in un intorno di ¢, con riferimento a tale intorno si possono presentare le seguenti situazioni:

1. se f cresce in un intorno sinistro di ¢ e decresce in un intorno destro di ¢ allora f ammette in ¢ un
punto di massimo relativo M (¢, f(c));
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2. se f decresce in un intorno sinistro di ¢ e cresce in un intorno destro di ¢ allora f ammette in ¢ un

punto di minimo relativo N(c, f(c));

3. se f cresce in un intorno sinistro di ¢ e cresce in un intorno destro di ¢ allora f ammette in ¢ un

punto di flesso ascendente F'(c, f(c)) a tangente orizzontale;

4. se f decresce in un intorno sinistro di ¢ e decresce in un intorno destro di ¢ allora f ammette in ¢

un punto di flesso discendente F(c, f(c)) a tangente orizzontale.

Pilt in generale, diremo che la funzione f ammette in ¢ un punto di massimo relativo (o locale) se
esiste un intorno di ¢ in cui risulta f(z) < f(c); cio implica che vi possono essere punti di massimo
relativo a tangente non orizzontale, addirittura di non derivabilita. Analogamente per il minimo relativo.

Nell’ipotesi in cui la funzione abbia in ¢ un punto di continuitd ma dubbia derivabilita, & necessario

calcolare il

lim f'(z)

r—cC

per ottenere informazioni sul comportamento della funzione in prossimita di ¢ attraverso la pendenza

delle tangenti.
Esempio 5.5.1. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, relativamente alla funzione
y=f(z)=2°-32+2

Si ha
y =322 -3=3(x+1)(z—1)

si deve risolvere la disequazione
x4+ 1)(x—1)>0

cioe, graficamente

(avendo segnalato gli intervalli di crescenza e decrescenza con le frecce); da cui risulta
< -—1,z>1 (siannullaperxz==+1)
Indichiamo con M (—1,4) il massimo relativo e con N = B(1,0) il minimo relativo.

Esempio 5.5.2. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, relativamente alla funzione

2
x
y=Ffl@)=_——
Si ha
, 2w(x—1)—a?  x(x—2)
S VER O VE
si deve risolvere la disequazione
x(x —2)
>0
(z —1)?

cioe, graficamente
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0 1 2 T

A SR G G
AN NS

(avendo segnalato gli intervalli di crescenza e decrescenza con le frecce); da cui risulta

x<0,x>2 (siannulla per z =0,2 e non esiste per z = 1)
Indichiamo con M = O(0,0) il massimo relativo e con N(2,4) il minimo relativo.

Esempio 5.5.3. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, relativamente alla funzione

y=f(z)= Va2

Si ha
, 32?2z x(3z—2)
YT — i 39—

si deve risolvere la disequazione

z(3z —2) 0
33/(@3 —22)2 ~
cioe, graficamente
2/3 1 T

11

/‘ NS e

(avendo segnalato gli intervalli di crescenza e decrescenza con le frecce); da cui risulta

2 . 2 .
r<0,22> 3 x #1 (siannulla per z = 3 e non esiste per x = 0, 1)

2 VA . . .
373 il minimo relativo.

In 0 ¢’¢ un punto di continuita ma non derivabilita, poiche dal calcolo del lim f'(x) risulta
xr—rc

Indichiamo con N (

) x(3x — 2) ) 3r—2
Im ——— = lim —— =
=0 38/ (23 — x2)2  «—0F 3/ x(x — 1)2
0(0,0) & pertanto una cuspide ed anche un massimo relativo (ma non a tangente orizzontale!) per la

funzione.
In 1 ¢’ un punto di continuitd ma non derivabilita, poicheé dal calcolo del lim f'(x) risulta
xr—c

Foo

A(1,0) & pertanto un flesso ascendente a tangente verticale per la funzione.

Esempio 5.5.4. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, relativamente alla funzione

y= fla) = (2 = d)e
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Si ha
y =2z — 2 +4)e”

si deve risolvere la disequazione
(—2® 422 +4)e " >0

cioe, graficamente

1-5 1++5 x

hY / hY
(avendo segnalato gli intervalli di crescenza e decrescenza con le frecce); da cui risulta
1-vV5<2<1++V5 (Siannullaperlezt\/g)
Indichiamo con N (1 —+/5, f(1—+/5)) il minimo relativo e con M(1++/5, f(1++/5)) il massimo relativo.

Esempio 5.5.5. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, relativamente alla funzione

y:f(a;):ln|1—x2’

Si ha ) 5
=~ (—922) = il
y=1c x2< ?) 2 -1
si deve risolvere la disequazione
2x
>0
x?2—-1"

cioe, graficamente

fffffffff 11

h 7N /

(avendo segnalato gli intervalli di crescenza e decrescenza con le frecce); da cui risulta
—1<2<0,z>1 (siannulla per z =0, e non esiste per x = £1)

Indichiamo con O(0, 0) il massimo relativo.

Osservazione. La derivata di una funzione pari (dispari) ¢ dispari (pari).

Esempio 5.5.6. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, relativamente alla funzione
y = f(x) = 2sinz + cos 2x

Si ha
Yy =2cosz +2(—sin2z) = 2cosx — 4sinxcosz = 2cosz(1 — 2sinx)

si deve risolvere la disequazione
2cosz(l —2sinz) >0

cioe, graficamente
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3
cresce B decresce

decresce cresce

cresce

B/

(avendo segnalato gli intervalli di crescenza e decrescenza); da cui risulta

T T 5t 3w . T m bmw 37
0<z< -, —<z<—, —<z<27 (siannullaperaz=—, =, —, —)
6 2 6 2 6°2 6 2
3 om 3 3
Indichiamo con M; (g, 2> e My ((;T’ 2) i massimi relativi, con Ny (g, 1) e Ny <27r’ 3> i minimi

relativi.

Esempio 5.5.7. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno, relativamente alla funzione

1— 2
y = f(x) = arcsin T ;
Si ha
, 1 —2z(1+22) — (1 — 2?)2x —2z
Yy = . —
o 1+ 22 VaZ (1 + )
1-(——
()
si deve risolvere la disequazione
—2z
Va?(1 + a?)
cioe, graficamente
0 T
/ N\

(avendo segnalato gli intervalli di crescenza e decrescenza con le frecce); da cui risulta
2 <0 (non siannulla mai, e non esiste per = 0)

In 0 ¢’ un punto di continuitd ma non derivabilita, poiche dal calcolo del lim f’(x) risulta, distinguendo
r—c

. —2x —2x
lim ————

= 1. _— = 2
o0t aE(1 4 a2) | aemot Jal(1+a?)

™ . . .
M=C (O, 5) ¢ pertanto un punto angoloso ed anche un massimo relativo (ma non a tangente orizzon-

tale!) nonché massimo assoluto, cioe il valore massimo assunto dalla funzione nel suo dominio.

Osservazione. La derivata di una funzione pari (dispari) ¢ dispari (pari).
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5.6 Derivata seconda e segno relativo

Va calcolata la derivata seconda f”(z) della funzione data e di questa va studiato il segno; studiare il
segno della derivata seconda significa ricavare dove risulta

f"(x) >0
f'(x)=0
f'(x) <0
e a tale scopo & sufficiente, per il principio di esclusione, risolvere, per esempio, la sola disequazione
f(x) =0

Vengono cosi determinati, come e senz’altro possibile dimostrare ma esula dagli obiettivi di questo testo,
gli intervalli in cui la funzione volge la concavita verso 'alto (corrispondenti alle zone in cui risulta
f"(z) > 0), volge la concavita verso il basso (corrispondenti alle zone in cui risulta f”(z) < 0) e i punti
in cui la derivata seconda si annulla. Detta ¢ Pascissa di uno di tali punti, quindi f”(c) = 0, e supposto
che la funzione data sia continua in un intorno di ¢, con riferimento a tale intorno si possono verificare le
seguenti situazioni:

1. se f volge la concavita verso I’alto in un intorno sinistro di ¢ e volge la concavita verso il basso in
un intorno destro di ¢ allora f ammette in ¢ un punto di flesso F(c, f(¢)) o di cambio di concavita.

2. se f volge la concavita verso il basso in un intorno sinistro di ¢ e volge la concavita verso ’alto in
un intorno destro di ¢ allora f ammette in ¢ un punto di flesso F(c, f(¢)) o di cambio di concavita.

Se invece nell’intorno di ¢, ove risulti sempre f”(¢) = 0, non c¢’¢ cambio di concavita, allora significa
che in ¢ la funzione ha un punto di massimo o di minimo relativo; in questo caso esso deve essere stato
gia scoperto con lo studio della derivata prima.

Ricordiamo che la funzione puo avere un punto di flesso anche se non ammette in esso derivate prima e
seconda (come gia visto nel caso di flessi a tangente verticale).

Infine, puo essere richiesto di calcolare I'equazione della retta tangente al grafico della funzione in un
punto di flesso; essa, come gia visto in precedenza, ¢ data da

tr:y— fle) = f'(c)(x —c)
Esempio 5.6.1. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, relativamente alla funzione

y=f(z) =23z +2

Si ha
y" = 6x
si deve risolvere la disequazione
6z >0
cioe, graficamente
0 T
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(avendo segnalato opportunamente gli intervalli di concavita verso ’alto o verso il basso); da cui risulta
x>0 (si annulla per z = 0)
Indichiamo con F = C(0,2) il flesso.

Esempio 5.6.2. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, relativamente alla funzione

2
x
y=Ff2)=_——
Si ha
g e —2)(x—1)%—(2* —22)2(x—1) 2
o (@ =1 BCERE
si deve risolvere la disequazione
2
>0
(x—1)* —
cioe, graficamente
1 T

(avendo segnalato opportunamente gli intervalli di concavita verso ’alto o verso il basso); da cui
risulta
2 >1 ( non si annulla mai, non esiste per z = 1)

Non ci sono flessi perche il cambio di concavita avviene in corrispondenza di un punto di non continuita.

Esempio 5.6.3. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, relativamente alla funzione

y= o) = Va7 =2

Day = (2% —2?)75(32% — 2z) si ha

Wl
—~
=)
8
|
)
=
Il
|
I

= 4—§<w3 — %) 75 (327 — 22) + (2° — 2%)"

si deve risolvere la disequazione

cioe, graficamente

~— ~— ~

(avendo segnalato opportunamente gli intervalli di concavita verso ’alto o verso il basso); da cui
risulta
x<1,z#0 (non siannulla mai, non esiste per z =0, 1)

Indichiamo con F' = A(1,0) il flesso a tangente verticale.
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Esempio 5.6.4. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, relativamente alla funzione
y=fla)=(a® —4)e™"

Si ha
y' = (2% — 4z —2)e®

si deve risolvere la disequazione
(22 —dx —2)e ™ >0

cioe, graficamente

(avendo segnalato opportunamente gli intervalli di concavita verso ’alto o verso il basso); da cui
risulta
£<2-v6,2>2+V6 (siannullaperz=2+6)

Indichiamo con F;(2 — V6, f(2 — v6)) e F2(2+ V6, f(2+ /6)) i flessi.

Esempio 5.6.5. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, relativamente alla funzione

y:f(a;):ln|1—m2’

Si ha
,,_2x2—2—4x2_ 22 +1
@—12 @1
si deve risolvere la disequazione
2?2 +1
2 >0
(=17 7

cioe, graficamente

-1 1 x

(avendo segnalato opportunamente gli intervalli di concavita verso ’alto o verso il basso); da cui
risulta
Bx € R (non si annulla mai, non esiste per x = +1)

Non ci sono flessi.

Esempio 5.6.6. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, relativamente alla funzione
y = f(z) = 2sinx + cos 2z

Si ha

Y’ = —2sinx + 2(—2cos2z) = —2(sinx + 2 — 4sin® ) = 2(4sin® x — sinx — 2)

si deve risolvere la disequazione
2(4sin® x — sinx — 2) >0

ossia

1-+/33 1++/33
8

sinx < ,sinx > 3

cioe, graficamente
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alto y“ alto

T—p
7
basso
/
!
!/ 1
A
|
\
\
\
basso AN
T+

alto alto
(avendo segnalato gli intervalli di concavita verso I’alto e il basso); da cui risulta
B<z<m—-fB,m+v<zx<2r—~ (siannullaperxz=pg,m—p, 7+, 27 —7)

1++v33 Vv33—-1

(‘essendo 8 = arcsin T), ~ = arcsin T)

Indichiamo con Fy (8, f(8)), Fo(m — 8, f(m — B)), F3(m + 7, f(m+ 7)) e F4(2m — v, f(2r — 7)) 1 flessi.

Esempio 5.6.7. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno, relativamente alla funzione

o 1—2?
y = f(x) = arcsin o2
Si ha, lavorando per = > 0, 3/ = Tr 2 da cui
4x
y' = 2)2
(14 22)
si deve risolvere la disequazione
4x
—— >0
(14+22)2 —
e, ricordando che la derivata di una funzione dispari & pari, si ha, graficamente
0 x

(avendo segnalato opportunamente gli intervalli di concavita verso l’alto o verso il basso); da cui risulta

Vax #0 ( non si annulla mai , non esiste per = 0)
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GRAFICI FUNZIONI

Y

4

y:$3—3z+2 2
—o0 O
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 T
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—4 2 4
8!
12
8
2
e —4
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.|
4

y=1In|l—z?|
2

2 4
2

y = 2sinx + cos 2z

8
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1—z2

= arcsin
Y 1+ a2

/\

N 4 @

5.7 Esercizi riassuntivi proposti

fl@)=(z—1)*(z+3)

flx)=a3+22% -3

f(z) =6z — 23

flx) = (x — 3)(2® + 32 + 2)

flx) = 2z(x +4)3

fle) =52
J(@) = ;2:_ 2155
o) =
(@) 1

]
]

[ C.E.:R;max = = /3, min x = —/3;flesso 2 = 0]

W=

5 min z = 1;flesso z = —

[C.E:R;max z = —3,

(VI

[CE.R;max z = —%,min x = 0;flesso x = —

[CE:R;max = —/I minz = /% flessox =0]

[ C.E.:R;no max, min = —1;flesso x = —4 |

[C.E..Vx € R—{+£1};asintoti: y = 0,7 = +1 ;max x = 2-++/3, min
r=2—1/3; flesso xz = a > 2+ /3]

[C.E..Vz € R—{-2,0}; asintoti: y = 1,2 = —2, 2 = 0 ;n0 max, no
min; flesso x = a < — ]

[C.E..Vz € R — {#1};asintoti: y = z,2 = £1 ;max x = —/3, min
z =/3; flesso z =0 |

[C.E..Vz € R — {1,3}; asintoti:y = 0,z = 1,2 = 3 ;max x = —1,
min (punti angolosi) = = £v/3 ; no flessi |
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)
21)
22)
23)

24)

25)
26)
27)

28)

f(z) =z’
@) =5

f(x)

T 2er 1

f(z) = 2sinz — 2sin® x

f(z) =sinz 4+ V3cosz

f(z) =sin|z| +sinz

[C.E.Vz € R — {2};asintoti: y = 1,2 = 2 ;no max,min z =
0; flesso © = —1 |

[CE..x <1;max z = %,no min; no flessi]

[C.E..x <0,z > 2;asintoti: y = 1,y = 2z — 1; no max, no min; no
flesso]

[C.E.:R;max (cuspide) z = 0,min z = 2; flesso z = —1 ]

[C.E.:x > —1;asintoto: = —1;n0 max, no min; no flesso]
[C.E.:R;asintoti: y = x + I;max ¢ = —2,min (cuspide) =z =
0;flesso © = —3 |

2

[C.E.:z > 0;max x = e~ 2, min z = 1;flesso x = e 7]

[C.E:x > 0,2 # l;asintoto: x = 1;no max, min = = e;flesso
2
x=e*]

[C.E.:|z| < v/2;asintoti: = +1/2; max 2 = 0, no min; no flessi]

1

[CE:z < —%,x > 0O;asintotizy = —In2,2 = —5,2 = 0O;no

max, no min; no flessi

[C.E.:x > 0;asintoto: = 0;no max, min z = e;flesso z = e? |
[C.E.:R; asintoto: y = 0; max = = 0,no min; flesso x = 1]
[C.E.:R;max x = 1, min (punto angoloso) z = 2;no flesso]

[C.E.:R;max z = 2, min (punto angoloso) x = 1;flesso 2 = 3 ]

[C.E..Vz € R — {0};asintoto: y = 1,2 = 0; no max, no min; flesso
1

[C.E.Vz € R — {In2};asintoti: y = 0,y = 3,2 = —In2;no max
no min; no flessi]

[C.E.:Rstudio in [0, 27]; max z = ¢, 5?’T,min T =7, 37’“;4 flessi]
[C.E.:Rstudio in [0, 27]; max x = &, min z = %’; flessi x = 2%, 27

[C.E.:Rstudio in [—m,7];max 2 = 7, no min;no flessi ]
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29) f(z) =sin? 2(1 — cos z)

COS™

30) f(z) = \/ﬁ

[C.E.:Rstudio in [—m,7];2 max, min = —7,0, 7;4 flessi |

[C.E..Vz € R—{% + 2k7} studio in [0, 27]; discontinuita di I specie

in z = ;10 max, no min; flesso = = 37”]
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Calcolo integrale
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Capitolo 6

Integrazione definita

6.1 Il problema delle aree

Il problema che, storicamente, portd per primo al calcolo dell’integrale definito fu quello di calcolare
I’area delle superifici piane dal contorno mistilineo.In geometria elementare si riesce a calcolare 'area di
un qualsiasi poligono grazie alla teoria dell’equivalenza e dell’equiscomponibilita, ma gia quando si passa
a definire ’area del cerchio si incontra una certa difficolta, perché il cerchio non & equiscomponibile con
alcun poligono. Per definire ’area del cerchio, in geometria elementare, si costruiscono i poligoni regolari
di n lati inscritti e circoscritti al cerchio; dette s, e S, rispettivamente l'area del poligono inscritto e
quella del poligono circoscritto, si dimostra che all’aumentare di n le due aree tendono all’area del cerchio.
Quanto detto per il cerchio potra essere generalizzato a superfici piane dal contorno mistilineo.

6.2 Definizione di integrale

Sia y = f(x) una funzione continua nell’intervallo chiuso e limitato [a,b] e supponiamo inizialmente
f(x) >0 Vze€la,b].

Ci proponiamo di calcolare 'area della regione di piano delimitata dall’asse z, dalle rette di equazioni
x =aex =">e dalla curva di equazione y = f(z), detta trapezoide.
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-2

A tal fine operiamo una suddivisione dell’intervallo [a,b] in un numero finito n di parti uguali di
lunghezza h = b_T“ e in ciascun intervallo I = [zk_1; 2] consideriamo il valore minimo my, ed il valore
massimo M, che la funzione sicuramente assume per il teorema di Weierstrass. Siano s,, ed S, le somme

inferiori e superiori cosi definite:

n
sn:kah:m1h+m2h+~~+mnh
k=1

n
Sp =Y Myh = Mh+ Myh+ -+ My,h

k=1
che rappresentano ’area del plurirettangolo inscritto nel trapezoide e ’area del plurirettangolo circo-
scritto ad esso. Le somme integrali inferiore e superiore si possono, quindi, considerare approssimazioni
per difetto e per eccesso della misura dell’area del trapezoide e tali approssimazioni migliorano al crescere
del numero n degli intervalli in cui ¢ stato suddiviso [a,b]. Si vengono cosi a costituire due successioni

($n)nen € (Sn)nen. Si puod dimostrare il seguente teorema:

Teorema 6.2.1. Se f(x) é una funzione continua in [a,b] le due successioni (sp)nen € (Sp)nen SONO
convergenti e convergono verso lo stesso numero che rappresenta la misura dell’area A del trapezoide:
A= lim s,= lim S,
n——+oo n—-+o0o

Definizione 6.2.1. Si chiama integrale definito della funzione f(x) nell’intervallo [a, b] il valore comune
di tali limiti e si indica con il simbolo .
/ f(z) de.

La funzione f(x) si dice funzione integranda, la variabile x & detta variabile di integrazione e i valori a e
b si dicono estremi di integrazione.

Le considerazioni fin qui svolte possono essere applicate anche ad una funzione f(z) continua in [a, ]
ma senza la condizione restrittiva prima posta relativa alla sua positivita. La definizione di integrale
definito si puo usare anche in questa situazione piu generale, ma, naturalmente, ad esso non corrisponde
piu il valore dell’area del trapezoide e quindi viene meno il suo significato geometrico.

[12/13] - ITIS V.VOLTERRA SAN DONA DI PIAVE



6.2 Definizione di integrale

83

Esempio 6.2.1. Calcoliamo

1
/ T dx
0

0.5 1

-1 -05 o 05 1 1.5 2 2.5 3 3.5

—0.5
14+
Anzitutto suddividiamo lintervallo [0, 1] in n intervallini di ampiezza h = 171;0 = % i cui estremi saranno
12 n
nn n

Data la crescenza della funzione f(z) = x le somme integrali inferiori e superiori saranno rispettivamente:

111 n-11 1
sn=mih+mah+- - +mph=0—+——4 -+ —=—=0+14-+(n-1)
n nn n n
11 21 11
Sp=Mih+Mah+---+Myh=——4=—+4...+1==—(14+2+---+n)
nn nn n n
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Ricordando la formula di Gauss per la somma dei primi n numeri naturali si puo’ concludere

1 (n—1)n mn-1

=2 2 2n
S — 1 nn+l) n+1
"2 2 T 2n

Calcolando i limiti di tali successioni per n — +o0, si ha:

. n—1 1
lim s, = lim ==
n——4oo n—+oco 2n 2
1 1

lim S, = lim n+ =
n—+4oo n—+oco 2n 2

I limiti delle successioni delle somme integrali inferiori e superiori, quindi, coincidono e il loro valore comune & 'integrale

cercato, cioe:
1 1
flx)dz = -
O 2

L’interpretazione del risultato ottenuto & abbastanza semplice: ’area sottesa dal grafico della funzione di equazione
y = z nell’intervallo [0;1] & quella di un triangolo rettangolo isoscele di base e altezza uguali a 1 e, percio, misura

R

Esempio 6.2.2. Calcoliamo

1
/ 22 dx
0

1.2+ flx) = 2?

0.8 1

04+

4 4

o 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Anzitutto suddividiamo lintervallo [0, 1] in n intervallini di ampiezza h = 1;—0 = % i cui estremi saranno
1 2 n
077777"'77:1
n'n n

Data la crescenza della funzione f(x) = 22 le somme integrali inferiori e superiori saranno rispettivamente:

1 11 —11 1
sn=mihtmah ot mph=0= 4 == 4ot P m = (014 (n— 1)
n nn n n n

11 21 1 1
Sp=Mih+Mh+ -+ Mph=——+>=F  f1-=—(1+2+ - +n)
nn nn n n

Ricordando la formula di Gauss per la somma dei primi n numeri naturali si puo’ concludere

1 (n—1)n n-1

Sn =

n2 2 2n
S - 1nn+1) n+1
T2 2 T on

Calcolando i limiti di tali successioni per n — +o00, si ha:

. . n—1 1
lim s, = lim = —
n—-+oo n—+oco 2n 2
1 1

lim S, = lim nt = -
n—+oo n—+oo 2n 2
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I limiti delle successioni delle somme integrali inferiori e superiori, quindi, coincidono e il loro valore comune ¢ I'integrale

cercato, cioe:
1
1
[ f@de =
0 2

L’interpretazione del risultato ottenuto ¢ abbastanza semplice: ’area sottesa dal grafico della funzione di equazione

y = x nell’intervallo [0; 1] & quella di un triangolo rettangolo isoscele di base e altezza uguali a 1 e, percid, misura %

6.3 Proprieta dell’integrale definito

Dalla definizione di integrale definito per una funzione continua discendono alcune importanti proprieta.

Teorema 6.3.1.

Teorema 6.3.2.

Teorema 6.3.3. L operatore di integrazione definita & lineare, cioé:

b b b
/ ((2) + g(x)) d = / (f(x) di + / (9(z) dz (6.1)
b

b
/kf(x)dx:k/ (f(x)de VkeR (6.2)

a

Teorema 6.3.4. Data f continua nell’intervallo I, ¥ a,b,c € I vale l'uguaglianza:

yar= [ (yde+ [ () ar
/ / /

Teorema 6.3.5 (della media). Data f continua nell’intervallo [a,b],é sempre possibile determinare un
punto ¢ di [a,b] per il quale vale uguaglianza:

b
/ f(@)dz = (b - a)f(c)

Dimostrazione. Ricordiamo che, fissata una decomposizione dell’intervallo [a,b] in n intervalli parziali,
dette s, e S, le somme integrali inferiori e superiori, vale la relazione:

b
Sn < / (f(z)dx < Sy,
se consideriamo n = 1, indicando con m il minimo di f in [a,b] e con M il suo massimo, ottengo:
b
m(b—a) < / (f(x)dz < M(b—a)
ossia

< 1
m
“b—a

/ (fle)dr < M

E allora esiste un numero h , compreso tra m e M, tale che

1 b
h:b_a/a (f(2) dz
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ed essendo f continua in [a, b] esiste sempre un punto ¢ di [a,d] in cui risulta f(c) = h, da cui segue che

b
1@ =h=5= [ )tz
e pertanto

b
[ f@yde= -

Definizione 6.3.1. Data la funzione f continua nell’intervallo [a, b], la funzione

F(z) = /x(f(t) dt Vz € la,b

si dice funzione integrale della f in [a, b]:
ove abbiamo indicato con ¢ la variabile d’integrazione, affinché non vada confusa con l’estremo
superiore x d’integrazione.

Teorema 6.3.6 (fondamentale del calcolo integrale o di Torricelli-Barrow). Se f é continua in [a,b],
allora la sua funzione integrale F & derivabile in ogni punto di [a,b] e si ha:

F'(z) = f(x)

Dimostrazione. Calcoliamo F’(x) in base alla definizione:

T _ T z+h x
F(2) = lim 24 +’2 P ):nml( / (f(a) d / (f(:c)dw>

h—0 h—0 h

Per il teorema 6.3.3:

per il teorema della media si ottiene
. ’(z) = lim *1 hf(c) = lim *1 f(c)
hlﬁO h < hlﬁo h <)

essendo ¢ un conveniente punto di [z, z + h].
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Ora se, tenendo fisso «x, facciamo tendere h a zero il valore di ¢ compreso tra z e z + h tende a x ed
essendo f continua risulta:

lim f(c) = lim f(c) = f(z)

h—0 c—x
e percio si puo concludere:
F(z+h)— F(x)

Hog, h = /(@)

z) = / F(t)t

Definizione 6.3.2. Tutte le funzioni la cui derivata coincide con f(x) vengono dette primitive di f(x).

Per la funzione integrale
risulta quindi F'(z) = f(z).

Corollario al teorema di Torricelli:

Teorema 6.3.7 (formula fondamentale del calcolo integrale). Detta p(x) una qualsiasi primitiva di f(x)
st ha:

b
/ f(@)dz = (b) — o(a)

Dimostrazione. Essendo F(z) e ¢(z) primitive di una stessa funzione f(z), avremo che F'(z) —¢'(x) =0
e quindi esse differiscono per una costante k (corollario del Teorema di Lagrange sulle funzioni derivabili)
cioe

Essendo
/ f@ — p(a) +k

si ricava k = —p(a), e quindi F(x) = ©(a). Si puo concludere, in particolare, per z = b:

b
- / f(x) dx = p(b) — o(a)
b

Osservazione. La differenza ¢(b) — ¢(a) viene convenzionalmente indicata con la scrittura [¢(z)], e
pertanto scriveremo

O

b
/ f(@) dz = [p(@)], = (b) — pl(a)

Osservazione. Grazie alla formula fondamentale del calcolo integrale riusciamo a calcolare l'integrale
definito senza ricorrere al limite delle somme integrali; il problema viene ricondotto al calcolo di primitive
che sara oggetto dell'integrazione indefinita.

Esercizio 6.3.1. Calcoliamo nuovamente fol zdz, questa volta usando la formula fondamentale del calcolo integrale.

Una possibile primitiva di f(z) =z & p(z) = %-, infatti ¢’(z) = z e quindi:
1 211 1 1
/ xdr = |:w—} =-_0==
0 21y 2 2
Esercizio 6.3.2. Dopo aver verificato che f(z) = é + x € una primitiva della funzione y = x + 1 calcolare il valore
dell’integrale definito ff (z + 1)dz
[16]
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Capitolo 7

Integrazione indefinita

7.1 Generalita

Sia I C R un intervallo sull’asse reale e sia f : I — R una funzione reale di variabile reale definita su I.
Definizione 7.1.1. Diciamo che una funzione F': I — R & una primitiva di f in I se
e F ¢ derivabile
o Fl(z)=f(z) Vxzel.
Diciamo inoltre che se una funzione ammette primitiva, essa & integrabile in I.
Il seguente teorema fornisce una condizione sufficiente per l'esistenza della primitiva:
Teorema 7.1.1. Se f:[a,b] — R ¢ continua su [a,b], allora f ammette primitiva su [a,b].

Nel seguito daremo per scontata ’esistenza della primitiva, supponendo che tutte le funzioni conside-
rate siano continue su un opportuno intervallo. Ovviamente, se una funzione ammette una primitiva su
[a, b], allora ne ammette infinite: vale infatti il seguente

Teorema 7.1.2. Sia f(z) definita su [a,b] e sia F(z) una sua primitiva su [a,b]. Allora tutte e sole le
primitive di f(x) su [a,b] sono le funzioni p(x) = F(x)+c¢, dove c € R & una costante additiva arbitraria.

Dimostrazione. Evidentemente ¢(z) = F(x) + ¢ ¢ primitiva per f(z) in quanto ¢'(z) = F'(z) = f(x).
Viceversa, se Fy(z) ed Fa(x) sono due primitive per f(x) su [a,b], si ha che F{(z) = f(z) e Fy(z) = f(x):
allora F{(z) — Fj(z) = 0,Vz € [a,b], pertanto per il II corollario al teorema di Lagrange, le due funzioni
differiscono per una costante, si ha cioé Fy(z) = Fa(x) + c. O

Per esempio, data la funzione f(x) = cosx definita su I = R, allora una qualunque funzione della
forma F(x) = sinx 4 ¢ (dove ¢ & una costante pensata come fissata) ¢ anch’essa una primitiva per f(x)
in I, in quanto F(z) & derivabile sule F'(z) = f(z) Vz eR.

Definizione 7.1.2. Se F(z) ¢ una primitiva per f(z) sull’intervallo I, allora con la scrittura

/f(x)da;:F(x)—i—c

si indica l'insieme di tutte le primitive di f, essendo ¢ una costante additiva arbitraria, detta costante
d’integrazione, che penseremo variare nell’insieme dei numeri reali: ¢ € R.

Gli integrali indefiniti godono delle proprieta enunciate nel seguente teorema, ovvia conseguenza delle
analoghe proprieta delle derivate:
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Teorema 7.1.3. Siano f,g: [a,b] = R funzioni continue, k € R. Allora:

o [kf(z)dz =k [ f(z)dx
o [(f(z)+g(z))dz = [ f(z)dzx+ [ g(z)dz

In virtn di tali proprieta si dice che l'operazione di integrazione indefinita (come peraltro quella di
derivazione) & lineare.

Osservazione. Dalle considerazioni fin qua esposte si potrebbe pensare che le operazioni di integrazione
e di derivazione siano 1'una 'inversa dell’altra. Tale affermazione va tuttavia presa con una certa cautela:
infatti, data una funzione f(z) derivabile, & sempre possibile associare ad essa la sua derivata f'(x)
in modo univoco mentre la totalita delle primitive di f(x), supponendo che tali primitive esistano, &,
come si € visto, una famiglia di funzioni dipendenti dal parametro c¢. In generale, quindi, ad f(z) non
puo essere associata univocamente una funzione primitiva ma le infinite funzioni ¢(x) che compaiono
nella definizione 7.1.2. L’operazione di derivazione e I'operazione di integrazione indefinita non possono
quindi essere scambiate, nel senso che I'ordine con cui le due operazioni sono effettuate conduce a risultati
differenti: per esempio, data una funzione f(x) che ammetta primitiva e che sia derivabile, si avra:

/Df(x)d;v:/f’(x)dx:f(ﬁc)—i-c

mentre

D [ f(a)do = DIF () +d = F'(a) = f(a)
e quindi, in generale:

D/f(x)d;v;é/Df(x)dx

Se le due operazioni fossero una 'inversa dell’altra I’applicazione ad una funzione f(x) della derivazione e
successivamente dell’integrazione o viceversa dovrebbero portare allo stesso risultato, ossia a f(z) stessa,
il che non eé. Il riferimento all’integrazione come operazione inversa della derivazione non & quindi da
ritenersi corretto.

Osservazione. 11 significato della scrittura dz all’interno dell’operatore di integrazione & da ricercarsi nella
seguente definizione di differenziale.

Definizione 7.1.3. Sia y = f(x) una funzione derivabile nel generico punto z del suo Dominio, detto Az
I'incremento della variabile indipendente a partire da x, si dice differenziale della funzione f(z) nel punto
T

df (z) = f'(z) Az

Dunque il differenziale di una funzione ¢ il prodotto della derivata della funzione stessa per 'incremento
arbitrario della variabile indipendente.

Esempio 7.1.1. Data f(x) = 22 si avra df (z) = f/(z) Az = 2zAx.

Esempio 7.1.2. Data f(z) = x si avra df(z) = dz = f'(z)Az = 1Az = Az. Quindi il differenziale della variabile
indipendente coincide con 'incremento della stessa.
Come conseguenza la definizione di differenziale viene convenzionalmente scritta nella forma:

df (@) = f'(2) da
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7.2 Metodi di Integrazione indefinita

In generale non esiste un metodo che consenta di determinare 'integrale indefinito di una qualsiasi funzio-
ne continua. Per risolvere un integrale indefinito si adoperano speciali artifizi che servono a ricondurre gli
integrali dati ad altri noti oppure piu’ facilmente calcolabili. I metodi elementari di integrazione indefinita
che verranno esposti in questo capitolo sono i seguenti:

e Integrazione immediata
e Integrazione per scomposizione
e Integrazione per parti

e Integrazione per sostituzione

7.3 Integrazione immediata

Come diretta conseguenza dei teoremi sulle derivate delle funzioni elementari, alcune funzioni possono
essere integrate immediatamente: tali casi sono riassunti nella seguente tabella.

a+1

JJOH_l
/xo‘dx = +c VaER—{l}/ 1

3 =tanx + ¢
1 cos? x
/fdx =In|z|+¢ 1
x / ——dx = —cotz +c
sin® x
sin z dx = —cosT+c

cosx dx

— e — —

/tanx dx

cotxdx

1
dxr

/ a? — x?
1
—d
/1+z2 v
1
/7a2+x2dx

sinx + ¢

—In|cosz| + ¢

In|sinz| + ¢

. T
= arcsin — —+ ¢

lal

arctanzx + ¢

1 T
—arctan — 4+ ¢
a a
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/de
V1—22
/de
Va2 +a
[ 7=
——dzx
a — x2
1
/rfx? dzx
1
/7x2—a2 dz
[ =
——dx
22 £ q?
1
/_ dx
sin x
1
/ dxr
Cos T
/siandx
/coszatdac

/\/a2—x2dx

= arcsinx + ¢
=+vzi+a+c

=—Va—12%2+c

1

—1In
2a

a+x

+c

a—x

1 Tr—a
=—1In
2a T+ a

=ln|z+Va2+a?|+c

x
:ln|tan§|+c

+c

x w
=In|tan(= + —
n | an(2+4)|+c
1 .
= —(z —sinzcoszx) + ¢

= —(x +sinxcosx)+ ¢
2

1
= 5(a2 arcsing +zvar—2?)+c

- ITIS V.VOLTERRA SAN DONA DI PIAVE



7.4 Integrazione per parti 91

7.4 Integrazione per parti

Siano f(z) e g(x) due funzioni continue come pure le loro derivate. Dalla regola di derivazione del prodotto
di funzioni si ha che

d(f(x)g(x)) = f'(x)g(x)dx + f(2)g' (x)dx

f'(@)g(x)de = d(f(z)g(z)) — f(2)g'(x)dz

Integrando ambo i membri dell'uguaglianza si ottiene

/ f(@)g(@)de = f(x)g(x) - / f(@)g (x)de

detta formula di integrazione per parti.

Osservazione. 1l fattore f'(x)dx si dice fattore differenziale mentre il fattore g(x) si chiama fattore finito.

Esempio 7.4.1. Calcoliamo f ze® dz. Applicando la regola di integrazione per parti poniamo come fattore finito g(z) = =
e di conseguenza ¢g’(z) = 1 mentre come fattore differenziale f/(x)dx = e® dx e di conseguenza una sua primitiva (a meno
di una costante) risulta essere f(z) = e*

Pertanto

/xez)dxzxez—/lezd:r::a:ez—ez—i-c

Esempio 7.4.2. Calcoliamo f In(z) dz. Applicando la regola di integrazione per parti poniamo come fattore finito g(z) =

In(z) e di conseguenza g¢'(z) = % mentre come fattore differenziale f’(z)dz = 1dx e di conseguenza una sua primitiva (a

meno di una costante) risulta essere f(z) =z
Pertanto

/ln(z)dx:mln(m)—/m%dz:zln(m)—/ldm:mln(r)—m—i—c

Esempio 7.4.3. Calcoliamo [ x2e® dx. Applicando la regola di integrazione per parti poniamo come fattore finito g(z) = x2

e di conseguenza ¢’ (z) = 2z mentre come fattore differenziale f’(z) dx = e® dz e di conseguenza una sua primitiva (a meno
di una costante) risulta essere f(z) = e*

Pertanto
/rQe”” dz = 2%e® — /Zzex dz = 2%e* — 2/xex dx

Per risolvere quest’ultimo integrale ¢ necessario riapplicare la regola di integrazione per parti. Questo integrale & stato
risolto nell’esempio 3.3.1 e pertanto sostituendolo otteniamo

= z%e® — 2[ze® —e*]+c= x2e® — 2z2e% + 2e% + ¢

Esempio 7.4.4 (Esempio particolarmente significativo di integrazione per parti). Calcoliamo [ e” sin dx. Applicando la
regola di integrazione per parti poniamo come fattore finito g(xz) = sinz e di conseguenza g’(z) = cos z mentre come fattore
differenziale f’(x)dz = e” dz e di conseguenza una sua primitiva (a meno di una costante) risulta essere f(z) = e
Pertanto

/e” sin x dr = sin ze” — /cos ze® dx
Per risolvere quest’ultimo integrale & necessario riapplicare la regola di integrazione per parti e pertanto poniamo come fat-

tore finito g(z) = cosx e di conseguenza g’(z) = — sin x mentre come fattore differenziale f’(z) dz = €% dx e di conseguenza
una sua primitiva (a meno di una costante) risulta essere f(z) = e*. Sostituendo otteniamo

/ez sinx dx = sin ze” — |:cos re’ — / — sin ze® d:c] =

= sinze” — cosze” — /sin ze® dx
ritrovando cosi 'integrale da calcolare. Isolando 'integrale incognito a sinistra otteniamo:
2/69” sinz dr = sinze” — cos ze®

e quindi:

1 x
/eI sinzdr = 5[sinxez —cosze®] +c= %(sin:{:—cosx) +c
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7.5 Integrazione per sostituzione

In alcuni casi & utile introdurre sotto il segno di integrale una variabile ausiliaria al fine di ottenere un
integrale piu semplice da calcolare.

Supponiamo di dover calcolare [ f(z)dx; scelta allora una opportuna funzione derivabile con derivata
continua x = g(t) ed invertibile ( cioe tale che esista t = g~!(x)), si consideri I'integrale cosi ottenuto:

[ sl

Se G(t) & una primitiva di g(t), cioe G'(t) = f[g(t)]g’(t) Vt, allora la funzione composta G[g~!(z)] & una
primitiva di f(z)

Esempio 7.5.1. Calcoliamo f vV2x — 4dz. Posto, per ogni z appartenente al Dominio della funzione integranda, ¢t = 2x —4

si ricava x = t+4, = % dt.
Sostituendo nell’integrale dato si ottiene:
1 1
/ Vit = / tz—dt =
2
in base alla tabella degli integrali immediati
2 2
= gt% +c= g\/t3+c

Ricordando che t = 2z — 4 allora

/Mdzzgq/@x—él)?’—&-c

Da quanto detto si possono dedurre generalizzazioni degli integrali riportati nella tabella degli integrali
immediati, come evidenzia la seguente ulteriore tabella

« ! fa+1(x) !/ .
[ 2) f'(x) do = il +c¢ VYa eR-{1} cos f(z)f(x)dx = sin f(z) + ¢
!
2@ gy —tn| (@) + /ef(z)f'(w)dm=ef(m)+c
f(z)
af @)
/sinf(m)f’(x) dx = —cos f(z) + ¢ /af(w)f'(x) dx = na +c
Infatti se, per esempio, nella prima delle generalizzazioni proposte si applica il metodo di sostituzione
ponendo f(z) =t e quindi f'(z)dz = dt si ottiene [t*dt = a+1 + ¢ e risostituendo £ (z) +ec.

dx

Esempio 7.5.2. Calcoliamo [

lnz

/ dx = Ldz
zlnz Inx

Facendo riferimento alla tabella degli integrali generalizzati si conclude che:

1
/de:ln|1nz|+c
Inz

7.6 Integrazione per scomposizione
Come abbiamo gia detto, il calcolo dell’integrale indefinito di una funzione non e sempre immediato.

Ad esempio si puo trasformare opportunamente la funzione integranda applicando regole di calcolo gia
acquisite. Chiariamo con alcuni esempi i procedimenti da seguire:
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Esempio 7.6.1. Calcoliamo
32 +4x+1

d
N

32 44z +1 32 4z 1
— — dz= | ==d —d —d
VT v VT m+/\/§ x+/\/:E *

2 1
:3/x—1dm+4/ildz+ — dx

xr2 xr2 xr2
3 1 1
:3/x§d:c+4/x§da:+/x_§d:v
:1:%+1 $%+1 1:7%+1
=33 +45 +— +c
S+17 141 -1+
3 1
_ x x2 x2
_3§ +4§ +T+C
2 2 2

6 8
:g(t2\/§+§x\/§+2\/§+c

Esempio 7.6.2. Calcoliamo [ 11++;2 dz

1+ 1 T
dr = ——+—— | d
/1—5—902 v /|:1+CC2+1+562:| v

1 2 1 )
= arctanz + — dr = arctanz + — In|1 + z°| + ¢
2 1+ x2 2

=2
1+z2

2 1 2 _
/Ldm:/lex
1+ 22 1+ 22

14 22 / 1
= dr — | —— dx = x — arctanx + ¢
/1+x2 14 22

7.7 Integrazione delle funzioni razionali fratte

Esempio 7.6.3. Calcoliamo [ dz

Particolare attenzione va posta nell’integrazione delle funzioni razionali fratte. Per integrare queste fun-
zioni si ricorre al metodo di scomposizione in modo da ottenere funzioni razionali fratte piu semplici.
Chiariamo il metodo con alcuni esempi e a tale scopo distinguiamo i casi a seconda della scomposizio-
ne del denominatore della funzione razionale fratta propria ( cioé quando il grado del denominatore ¢
maggiore del grado del numeratore)

RADICI REALI SEMPLICI

Teorema 7.7.1. Supponiamo che, data una funzione razionale fratta propria M@) 41 suo denomi-

N(z)’
natore N(x) sia un polinomio di grado n e che lequazione N(xz) = 0 abbia n radici reali distinte
T1,T2,X3, " ,Tn.
Allora e sempre possibile determinare univocamente n costanti A, B,C,--- , N in modo tale che valga

la segquente identita:

M(z) A, B C N
N(z) (x—x1) (x—22) (z—um3) (x — xy)
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Esempio 7.7.1. Calcoliamo f 1723_17;;4_‘_6 dzx. Consideriamo 1'equazione 2 — 5 + 6 = 0, essa ha due radici reali e distinte (
facilmente calcolabili) z; = 2 e x2 = 3, pertanto

3+ 4 A B
25246 x—2+w—3
dove A e B sono due opportune costanti da determinare. Riducendo a denominatore comune risulta
3tr+4  A(®—-3)+B(x—2) Ar—-3A+Bx—2B x(A+B)—-3A-2B)
22 —5c4+6 (z —2)(xz —3) N (z —2)(x —3) N (x —2)(xz—3)
e per il principio di identitad polinomiale che afferma che due polinomi sono identici se e solo se i coefficienti dei termini
aventi il medesimo grado sono uguali, si ottiene il seguente sistema :

{ A+B=3

—3A-2B)=4
Risolvendo il sistema lineare nelle incognite A e B si ricava facilmente che A = —10 e B = 13. Pertanto
Br+d4 _ —10 13
22 —5x+6 -2 -3
e quindi
3x+4 —10 13
——————dz = dr = —101 -2 131 -3
/x275x+6 v ,/(:v72+3073) v nle |+ 131ne [+e

Esempio 7.7.2. Calcoliamo [ % dx. Consideriamo I’equazione 3 — 322 — x + 3 = 0, usando il raccoglimento
parziale si scompone in (22 —1)(x —3) = 0 e quindi (z — 1)(z + 1)(z — 3) = 0 e pertanto le sue radici sono x1 = 1, z3 = —1

e x3 = 3, pertanto
4z —16z+4 = A B c
23 —-322—2+3 -1 z+1 =x-3
dove A, B e C sono tre opportune costanti da determinare. Riducendo a denominatore comune risulta

422 — 16z +4 A+ 1)(z—-3)+Bx—-1)(z-3)+Cz—1)(x+1) _
3 —3x2 —x+3 (z — 1) (z+1)(z - 3) N
dopo semplici passaggi

_ @?(A+B+4+C)+a(—24—-4B) —3A+3B-C
- (x—1D)(z+1)(z—3)
e per il principio di identita polinomiale si ha:

A+B+C=4

—2A —4B = -16

—-3A+3B-C=4
Risolvendo il sistema lineare nelle incognite A, B e C si ricava facilmente che A =2, B=3e C = —1.
Pertanto

422 — 16z + 4 2 3 -1
= + +
3 -322—-24+3 2—-1 z+1 z=-—3

e quindi

/ 422 — 16z + 4

2 3 -1
mdwz/( + + )d:c:21n|x—1|+3ln\x+1|—ln|a:—3\+c

r—1 r+1 r—3
RADICI REALI MULTIPLE

Teorema 7.7.2. Supponiamo che data una funzione razionale propria %((;C)) il suo denominatore N (x)

sia un polinomio di grado n e si supponga, per semplicita, che N(x) ammetta uno zero r-uplo xy e
p =1 —n zeri semplici T1, Ta,.... Tp.

Allora ¢ sempre possibile determinare univocamente r + p costanti A, B, C, ..... , Vin modo tale che
valga la seguente identita:
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2
Esempio 7.7.3. Calcoliamo [ T?fi@

che 23 — 3z +2 = (x — 1)%(x + 2) e pertanto

dz. Consideriamo 1'equazione x® — 3z +2 = 0, usando la regola di Ruffini si ottiene

222 -1 A ,_B ¢
23 -3z+2 z-1 (z—12 z+2

dove A , B e C sono tre opportune costanti da determinare. Riducendo a denominatore comune risulta

222 -1  Al@—1)(z+2)+ B@+2)+Clz — 1)z +2)
23 —3x4+2 (z —1)2(z+2)

dopo semplici passaggi
_2?(A4+C)+x(A+B—-20)+24—-2B—-C

(@—12(+2)

e per il principio di identita polinomiale si ha:
A+C=2

A+B-2C=0
2A—-2B—-C=1

Risolvendo il sistema lineare nelle incognite A, B e C si ricava facilmente che A = %, B = % e(C = g
Pertanto
R ISENNE SO B
3 -3z4+2 =z—-1 (z—1)2 =x+2
e quindi

dr = 9 + 3 + 9 d
/‘13731+2 ” /(:1:1 (z—1)2 z+2 v

11 1 7
=1 —1+7/ — 1) %de+ -1 2
5 nlz—1] B (x—1)""dz 9n|w+ \

e — 1] + Thnjet2/+
= — In|xr — — — n |x C
9 9

3(x—1)
RADICI COMPLESSE SEMPLICI

Teorema 7.7.3. Supponiamo che data una funzione razionale propria ]\]\/{((;:)) il suo denominatore N (x)

sia un polinomio di grado n e si supponga, per semplicita, che N(x) ammetta uno zero complesso semplice
( Uequazione az? 4+ bz + ¢ =0 abbia A < 0) e n — 2 zeri semplici 1, Ta,.... Tn_a.

Allora ¢ sempre possibile determinare univocamente n costanti A, B, C, ..... , N in modo tale che valga
la segquente identita:

M(z) A B C L Mz + N

N(x) x—x1+x—x2 T — T3 T —Tp_o ar24+br+c

2x—1
m3—22+m—1
raccoglimento parziale si ottiene che 2% — 22 +x — 1 = (z — 1)(22 + 1) e pertanto

2z — 1 _ A Bx +C

222 4+z—-1 =x-1 2241

Esempio 7.7.4. Calcoliamo f dz. Consideriamo lequazione z® — 2 + z — 1 = 0, usando la regola del

dove A |, B e C sono tre opportune costanti da determinare. Riducendo a denominatore comune risulta dopo semplici
passaggi

_2?(A+B)+z(-B+C)+A-C

- (&= D@2 +1)

e per il principio di identita polinomiale si ha:

A4+B=0
-B+C=2
A-C=-1

Risolvendo il sistema lineare nelle incognite A, B e C si ricava facilmente che A = %, B eC = % Pertanto
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2¢ — 1 1 1 r—3
/7@::7/( — >dm
3 —z22 421 2 r—1 2241
1 1 2z 1
== d. 3] ——4d
2(/m do = 2/ 21T /m2+1 m)
1
2

(ln\x— 1] — 7ln(x +1) +3arctanx) +c

Esempio 7.7.5. Calcoliamo Imdaz

Poiche il polinomio 22 + x + 1 & irriducibile (questo si verifica in tutti i casi di trinomio di secondo grado con A < 0)
si pud dimostrare che ¢ esprimibile come somma di due quadrati. Nel nostro caso, per esempio, avremo:

1 1 3
2 2 2 2
x r+1==x 2-x- — 1—-=(x+ =
+x+ + 2 + ( 2) + (z+ 2) + 1
Cercando di ricondurci all’integrale immediato [ 79521 I dx = arctanx + c, si avra:

/M‘“:/M“%/[lz“

@+ 3] +1

S

4

e, ponendo % (m + %) =t, cioe T = ?t — % edr = ?dt otteniamo

4 / ! \/gdt 2/ Lo 2 et t+ 2 arct [ ( 1)]+
— . . = — = ——= arctan C = —= arctan | — - c
3 24+1 2 v3/) 241 V3 V3 V3

7.8 Esercizi

Esercizio 7.8.1. Calcolare utilizzando integrali immediati, formule elementari e formule generalizzate
(o sostituzione di differenziale).
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[ 5a*z° dx 2. i M dx

1.
JVax
3. Ja(z+a)(z+0b)de 4 fdix
' ' 2 4+ 7
5 [(a+ba*)?dx 6. fdiz
V4 + 2?
2 2 _ 92— 2
7. [tan’zdzx 8. f\/ ta V2w dx
Va4 — x4
2?2 4+1 2z + 3
. d 10.
0 I 0 J o
x x
11. 12. —_—
faerzdx 2 f(z+1)2dx

13.  [Va—brdx 14. Y i

dzr arctan %

15. _— 16. _—
/ 322 +5 J I+2 @
2 —5x+6 3r+1
17. ———dx 18. ——dx
J = | et
19 fidx 20, [ do
' x2 ' et —1
21. [tanzdx 22.  [cotzdx
23. [ co\s/gx dx 24. fsiandx
dx
25. 2xd 26. —
fCOS rar fsinxcosx

27, [ —IEBT gy 28.  [2%/5—a2dx

cos2x —sin? x

Esercizio 7.8.2. Calcolare i seguenti integrali utilizzando anche il metodo di sostituzione.

dx dz
DR N S 2. B r= It
fx\/xQ—Q’ T fe””rl’ * o
cos T T
3. [———=dz, t=sinz 4. [ —=dz, t=+Vz+1
V1+sin?z v+l

2z

D. fl—i—\/ﬁf . f\/ﬁdu’c
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dx sin® x
7. _— 8. d
fx\/2x—|—1 f cosST .
In2x x?
. ——— 10. —d
) In4x v 0 f V1 — 22 x

Esercizio 7.8.3. Calcolare i seguenti integrali utilizzando anche il metodo per parti.

1.  [Inzdz 2. [ arctanz dx
3. Jarcsinzdx 4. [ xsinzdx
x
5. [xzcos3zdx 6. S/ e—xdx
7. [2%edx 8. fx3e_% dz
9. [asinzcoszdx 10. fx2 Inzxdz
1
11. fanmdx 12. f%dm
x
13. arcsin x d. 14. d
J zarcsinz dx fsian x
15. [zarctanzdx 16. [ x.co;x dx
sin? x
17.  [e"sinzdx 18.  [sin(lnz)dz
JE In?
19. [eV¥dx 20. f o dx

Esercizio 7.8.4. Calcolare i seguenti integrali in cui compaiono particolari trinomi di secondo grado.

dzx xdx
e 2. e
fx2+2x+5 fm2—7x+13

1‘2

3. —_d
fm2—6x+10 .

f dx
vVa —x?
2x — 8
5. — — __dx . [V —22dx

6
f\/lfacf:v2
dx T
. R — . —_d
’ fx\/l—a:Q 8 f:r:4—4x2—|—3 v

Esercizio 7.8.5. Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali fratte.
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f dx
(z+a)(xz+b)
5x3 + 2 -
3 — bx2 + 4o

3.

dx
3+ 1

J

dx
2 f(x—l)(x+2)(x+3)
dx
S x(z +1)2
dx
Uy
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Capitolo 8

Applicazioni del calcolo integrale

8.1 Calcolo di aree

L’interpretazione geometrica dell’integrale definito suggerisce un’ immediata applicazione al calcolo di
aree di trapezoidi. L’integrale definito si presta, pero, anche a determinare 'area di una qualunque
superficie piana, limitata da una curva definita attraverso due funzioni y = f1(z) e y = fa(x).

Esempio 8.1.1. Trovare l'area della regione di piano limitata dalle due parabole di equazioni: y = 22 — 3z +2 e y =
2
—x‘+x+2

Dal grafico delle due parabole si deduce che
esse hanno in comune i due punti A(2,0) e
B(0,2). Usando i trapezoidi dobbiamo suddividere
la regione di piano in

1 1 2 2
/ (712+x+2)d:p7/ (x273x+2)dm+/ (fx2+x+2)da:+(f/ (1273x+2)dz>

0 0 1 1
Applicando allora le proprieta dell’integrale definito ’espressione si puo sintetizzare in

2 2 2
/ (—x2+x+2)dx—/ (x2—3x+2)d:1::/ (—x?24+24+2—-2243z—2)de
0 0 0

2
:/ (—222 + 42) dz
0

2 5]? 16 8
= |——a° 4+ 2z =——+8=
[ 3 }0 3 3

Dall’esempio si deduce che I'area di una superficie S limitata da una curva definita attraverso due
funzioni continue y = f1(z) e y = fo(x) che si intersecano in due punti A e B di relative ascisse a e b e

tali che nell’intervallo [a, b] sia f1(z) > f2(x) €, in ogni caso:

b
areaSz/ [f1(z) = fo(x)] dx
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Esercizio 8.1.1. Proponiamo, a titolo di esercizio, il seguente problema: dimostrare che se due curve - diciamo f1(z)
e f2(z) - si intersecano in modo da essere a volte una sopra l’altra, a volte una sotto l’altra, allora la somma delle aree
delimitate dalle curve e dalle rette verticali ¢ = a e x = b & data da:

b
/ f1(2) — fo(a)|da

sin(x)

Isin(x)-cos(x)|

La figura a lato esemplifica il significato del
teorema.

b
2 Jsin(-cosxldx
a

8.2 Lunghezza di un arco di curva

A

A 4

L’idea di approssimare una figura curvilinea con rettangoli puo essere applicata anche ad una curva
approssimandola con una spezzata (vedi figura). La lunghezza della spezzata sarad una approssimazione
della lunghezza della curva e aumentando il numero dei segmenti della spezzata otteniamo una sempre
migliore approssimazione della lunghezza vera della curva. Possiamo allora definire come lunghezza della
curva il limite della lunghezza della spezzata al tendere a 0 della lunghezza del segmento piu lungo. In
questo caso la curva si dira rettificabile.

Supponiamo che la curva sia parte del grafico di una funzione y = f(z), con derivata continua,
compreso fra i punti A; e A, e indichiamo con z1,x2 -+ ,x, le ascisse degli estremi dei segmenti della
spezzata; poniamo inoltre y; = f(z;). In queste ipotesi vedremo che la curva compresa fra i punti 4; e
A,, &€ rettificabile e la sua misura si ottiene mediante un integrale definito.

La misura del generico segmento di spezzata risulta essere:

si=/(xi — 1) + (i — yi—1)?

e quindi la lunghezza della spezzata:

n

s =2 Vi =z + -y = 3 V(w = 2i)? + (@) = fl@i))?

n
=2 =2
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Applicando il teorema di Lagrange nell’intervallo (z;, x;—1) otteniamo:

@) = f(rica) = f1(€)(wi —wim1)  conmyy <& <

la lunghezza del singolo segmento risulta quindi:

si=+14 f2(&(x; —xi-1) tenendo presente che x; > x;_1

e per la lunghezza della spezzata:

s=> 1+ [2(E)(wi —zi1)
1=2

passando al limite per n — +00 o per la massima lunghezza del segmento che tende a O:

b
s= / V14 f%(x)dx avendo posto a = A; eb= A,

Esempio 8.2.1. Calcolare la lunghezza di una circonferenza di raggio 1.

L5x

Per semplicita, possiamo pensare che la circon-
] ] . . . . .
f t t t —» ferenza sia centrata nell’origine degli assi; calco-

0.5 .5 2 25 3 liamo la lunghezza di un quarto di circonferenza
superiore e poi moltiplichiamo per 4.
—1.5 4+
L’equazione della circonferenza & z2 + y2 = 1, esplicitando rispetto a y otteniamo y = v/1 — z2 e quindi 3/ = — \/19672;
—x
il quarto di circonferenza ¢ rappresentato dal grafico della funzione nell’intervallo [0,1] che sara il nostro dominio di
integrazione:
1 2
T
/ 1+ dx
0 1-— 1172
vale a dire
1 1
[ 1 1
——dr = / —dx
[) 1—x2 o V1-— x2
e quindi
| s do = faresinal} = aresin) — aresin(0) = 7
———— dx = [arcsin x|, = arcsin(1) — arcsin(0) = —
0o VI—aZ 0 2

e quindi moltiplicando per 4

1
1
/ = dr=C4=2r
0 1 — a2 2

un valore gia noto dalla geometria elementare.

Esercizio 8.2.1. Sviluppare i calcoli nel caso la circonferenza abbia raggio r e centro nell’origine (in
questo caso 1'equazione della circonferenza diventa 22 + y2 = r2).
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Esercizio 8.2.2. Calcolare la lunghezza dell’arco di parabola y = 24/x nell’intervallo [0, 1].
Esercizio 8.2.3. Calcolare la lunghezza dell’arco di curva y = e” nell’intervallo [0, 1].

Esercizio 8.2.4. Calcolare la lunghezza dell’arco di curva y = In(x) nell’intervallo [v/3,/8].

8.3 Volume di un solido di rotazione

Il volume di un solido, ancora in analogia con il calcolo dell’area di una superficie, puo essere calcolato
sommando il volume di sottili fettine in cui lo si € suddiviso; evidentemente il calcolo sara esatto a
condizione che il volume di ciascuna fettina sia corretto e questo e il problema: una singola fettina puo
essere pensata come un cilindretto di base irregolare e altezza molto piccola; in tale approssimazione si
commette un errore che verra azzerato se pensiamo di tagliare infinite fettine di spessore infinitesimo; resta
il problema del calcolo dell’area di base che, in generale, sara delimitata da una curva chiusa irregolare
e questo ¢ il problema risolto dall’integrale definito — a condizione che la curva irregolare sia integrabile
—. Riassumendo: per calcolare il volume di un solido lo si suddivide in tante piccole sezioni la cui area si
calcola con una integrazione indefinita (ovviamente dipendente da un parametro) e poi si passa al limite
per il numero di sezioni tendente all’infinito della somma dei volumi di tutte le sezioni.

Sembra molto semplice e lo ¢ a patto che le funzioni che definiscono le curve contorno delle sezioni
siano esprimibili analiticamente e integrabili e questo non si verifica frequentemente. In un caso pero il
calcolo ¢ semplice perche le sezioni sono cerchi la cui area si calcola anche senza integrazione: ¢ il caso
in cui il solido e ottenuto da una rotazione completa di una curva attorno ad un asse, in questo caso lo
chiameremo solido di rotazione.

A y Supponiamo che il solido sia generato dalla ro-
tazione della porzione di grafico della funzione
y = f(x) compresa fra le ascisse a e b attorno

y=f{xr} | | all’asse . Una sezione trasversale ¢ un cerchio di
| | ‘ raggio f(z) che avra area:

ﬂ | a Alx) = n7(x)
L)

b| = sommando tutte le sezioni e passando al limite
avremo, per il volume del solido:

V—/abﬂfQ(x)dx—ﬂ/abe(x)dx
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Esempio 8.3.1. Calcolare il volume della sfera di raggio 1.

L5x

0.5 + Per semplicita, possiamo pensare che la sfera sia

centrata nell’origine degli assi; facciamo ruota-

re la semicirconferenza positiva attorno all’asse =

0.5 15 2 25 3 di un angolo giro ottenendo la sfera cercata; co-
me in un esercizio precedente, l’equazione della
semicirconferenza ¢ y = /1 — 22 nell’intervallo
[-1,1].

—1.5 +

Per la formula vista in precedenza otteniamo:

V:Tr/171(mydx:ﬂ/l‘il(lfzz)dx

vale a dire

2371 1 1 2 4
V:7T|:JJ—?:|71:ﬂ(l—g—(—l—‘y—g)):ﬂ'(Q—g): g7r

un valore gia noto dalla geometria elementare.

Esercizio 8.3.1. Sviluppare i calcoli nel caso la sfera abbia raggio r e centro nell’origine.

Esercizio 8.3.2. Calcolare il volume del corpo generato dalla rotazione di una semionda della sinusoide
y = sinz nell’intervallo [0, 7] attorno all’asse x.

Esercizio 8.3.3. Calcolare il volume del corpo generato dalla rotazione attorno all’asse x dalla figura

determinata dall’asse z e dalla parabola y = x — 2.

Esercizio 8.3.4. Calcolare il volume del corpo generato dalla rotazione attorno all’asse x dalla figura
determinata dall’asse z e dalla parabola y = ax — 2 con a > 0.

Esercizio 8.3.5. Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione attorno all’asse x dalla figura

delimitata dai grafici delle funzioni z e 2.

Esercizio 8.3.6. Calcolare il volume dell’elissoide di rivoluzione, vale a dire il solido generato dalla

rotazione completa attorno all’asse x della parte positiva dell’ellisse i—z + g—j =1.
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Capitolo 9

Esercizi proposti

9.1 Esercizi sul calcolo degli integrali indefiniti

Esercizio 9.1.1. Calcolare gli integrali

1.

11.

13.

15.

17.

19.

€% 4 4e®

o] dx
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dx
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z /1 _ et
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J

xT

e —)
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1
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1
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0 =g
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2
1
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' VT + 10’V + 1dx
2 +1
20. [ i dz
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9.2 Altri esercizi
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9.2 Altri esercizi

Esercizio 9.2.1. Calcolare gli integrali

5/ 3 6
YRV,
X
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. f dx
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. ey
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9.3 Esercizi sul calcolo degli integrali definiti 107

Esercizio 9.2.2. Fra le primitive della funzione y = f(x) = zarctan(l + v/1 — 22) determinare quella
passante per il punto A = (1;3/2)

9.3 Esercizi sul calcolo degli integrali definiti

Esercizio 9.3.1. Calcolare gli integrali

1
71.7) +1

2./4tanxdx
0
4
2 5
- — ) d
/1 <3“ﬁ> !

6 Ccos T

. ——dx
0 V1-—sin’z

5. /0 (x4+1)In(1 + 2%) dzx

©w

&

/3 In(1 + |2]) da

-3

=

1
/ (3v/x + 2) arctan v/ dx
0

9.4 Esercizi proposti su aree di superfici, lunghezze di archi di
curva e volumi di solidi di rotazione

Esercizio 9.4.1. Calcolare 'area del segmento parabolico individuato dalla parabola y = 222 — 42 + 1
e dalla retta y = 3

Esercizio 9.4.2. Determinare ’area della regione di piano finita individuata dall’iperbole di equazione
Y= % e dalla parabola di equazione y = —2z2 +z + 4
Esercizio 9.4.3. Data la funzione y = \/% — 1 definita in [2;3], si calcoli il volume del solido ottenuto

dalla rotazione di un giro completo attorno all’asse delle ascisse del relativo grafico.

Esercizio 9.4.4. Dopo aver rappresentato il grafico della funzione y = /(z + 1)3, determinare la
lunghezza dell’arco compreso fra i punti di ascissa a = —1 e b = 0.

Esercizio 9.4.5. Dopo aver rappresentato il grafico della funzione y = +/(z + 1)3, determinare la
lunghezza dell’arco compreso fra i punti di ascissa a = —1 e b= 0.
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